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resumo 
 
 
A mudança do desenvolvimento curricular, como a que ocorre com o Programa 
de Matemática do Ensino Básico, a utilização do computador e do software de 
Geometria Dinâmica na sala de aula, assim como, a necessidade emergente 
de formar pessoas mais criativas, capazes de oferecer respostas inovadoras 
para os problemas, não pode deixar o ensino da Matemática indiferente. 
Neste contexto, desenvolveu-se este estudo com o objetivo de avaliar o 
impacto de uma abordagem criativa centrada no uso prévio do GeoGebra e 
tirando-se partido do software Sage Mathematics, subjacente ao projeto 
MegUA, para a parametrização das tarefas matemáticas que se criaram, no 
desenvolvimento da capacidade de interpretar e representar graficamente os 
sistemas de duas equações do 1º grau e das repercussões de tal apropriação 
numa mais sólida interpretação, representação e resolução algébrica dos 
“Sistemas de Equações”. Para tentar dar resposta à questão de investigação 
subjacente ao objetivo que se persegue, optou-se por um estudo de caso 
único, em confronto com respostas padrão. 
O estudo empírico decorreu, em contexto de sala de aula, numa escola do 
Distrito de Aveiro e incidiu sobre alunos de uma turma do 8.º ano de 
escolaridade. A análise dos dados recolhidos foi, essencialmente, de natureza 
qualitativa, sendo a observação e a análise documental, as principais técnicas 
de recolha de dados utilizada. 
A análise de conteúdos a que os dados foram submetidos permitiu concluir 
que a implementação de uma abordagem criativa centrada no uso prévio do 
GeoGebra para interpretar e representar graficamente sistemas de equações 
potencia uma apropriação mais sólida da interpretação, representação e 
resolução algébrica dos sistemas de equações. Os dados evidenciam também 
que uma abordagem criativa permite obter indícios do desenvolvimento da 
criatividade nos alunos. 
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abstract 
 
The change in the curricular development, such as the one occurring in the 
Basic Education Mathematics Programme, the use of computers and Dynamic 
Geometry software in the classroom, as well as the emerging need to train 
more creative people, able to offer innovating answers for the problems, cannot 
leave the Mathematics teaching indifferent. 
In this context, this study has been developed having as goal to evaluate the 
impact of a creative approach centred in the previous use of the GeoGebra and 
taking advantage of the Sage Mathematics software, underlying the Project 
MegUA, in order to parameterise the mathematic tasks created, in the 
development of the ability to graphically interpret and represent the systems of 
two equations first degree and the repercussions of such an appropriation in a 
more solid algebraic interpretation, representation and resolution of the 
“Systems of Equations”. To try to answer the research question underlying the 
goal pursued, it has been decided to make a unique case study, confronting it 
with standard questions. 
The empiric study has occurred in classroom context, in a school of the District 
of Aveiro, and it fell upon students of an 8th grade class. The analysis of the 
data gathered was essentially of a qualitative nature, and the observation and 
documental analysis were the main techniques used to gather data. 
The contents analysis to which the data were submitted allowed concluding 
that the implementation of a creative approach centred in the previous use of 
the GeoGebra to graphically interpret and represent the systems of equations 
potentiates a more solid appropriation of the algebraic interpretation, 
representation and resolution of the systems of equations. The data also show 
that a creative approach enables us to obtain signs of the development of 
creativity in the students. 
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Capítulo 1 - Introdução 
1 
1. INTRODUÇÃO 
 Neste primeiro capítulo, clarifica-se a problemática do estudo centrado numa 
abordagem criativa dos sistemas de equações, explicita-se a questão e os objetivos de 
investigação e apresenta-se a forma como a dissertação está estruturada.  
 
1.1. Problemática do estudo 
 Nos últimos anos, assiste-se a mudanças na sociedade que se têm refletido nas 
escolas, nomeadamente, no perfil dos discentes. Por um lado, estes convivem cada vez 
mais com a tecnologia, que possibilita uma outra forma de ver a vida e de aprender. Por 
outro, as mudanças da sociedade exigem que os discentes sejam cada vez mais criativos e 
capazes de oferecer soluções inovadoras para os problemas, nas mais diversas áreas do 
conhecimento. Assim, cabe ao professor desenvolver as capacidades de inovação e 
criatividade dos alunos de forma a que estes estejam preparados para resolver os problemas 
que enfrentam, dentro e fora da escola. 
Para além das mudanças na sociedade, nos últimos anos, em Portugal, assiste-se 
também a diversas mudanças nas orientações curriculares da Matemática, como a que 
ocorre com o PMEB (Ponte, Serrazina, Guimarães H., Breda, Guimarães F., Sousa, 
Menezes, Martins & Oliveira, 2007). Estas mudanças colocam aos professores novos 
desafios que envolvem a necessidade de criar novas experiências e perceber de que forma 
elas contribuem, em termos de aprendizagem e conhecimento, para o aluno e para a prática 
letiva do professor. Uma das alterações mais importante ao nível dos temas matemáticos é 
a revalorização da Álgebra. O PMEB (Ponte et al., 2007)  propõe, para o 3.º ciclo, como 
propósito principal de ensino no tema Álgebra, que se desenvolva nos alunos “a linguagem 
e o pensamento algébricos, bem como a capacidade de interpretar, representar e resolver 
problemas usando procedimentos algébricos e de utilizar estes conhecimentos e 
capacidades na exploração e modelação de situações em contextos diversos” (Ponte et al., 
2007, p.55) . 
As mudanças com a renovação do currículo também se fizeram sentir ao nível da 
importância das tecnologias, nomeadamente, da utilização do computador: 
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“o computador (…) é um bom recurso para apoiar os alunos no 
estabelecimento de relações entre a linguagem algébrica e os métodos 
gráficos, na realização de tarefas de exploração e investigação e na 
resolução de problemas.”  (Ponte et al., 2007, p.56) 
 
Deste modo, ser professor, hoje, obriga a não ficar indiferente a todas estas 
mudanças. É da responsabilidade do professor, designadamente desenvolver os seus 
conhecimentos matemáticos e didáticos com vista não só a ensinar matemática de modo 
criativo, mas também a desenvolver essa criatividade nos alunos; realizar uma 
aprendizagem constante a nível tecnológico a utilizar na sala de aula, com vista a 
proporcionar a realização de tarefas diversificadas, suportadas pelo uso de tecnologias que 
possam proporcionar melhores representações visuais e dinâmicas de ideias abstratas e, 
para além disso, promover a interatividade entre professor, alunos e a matemática; 
promover condições para que o aluno descubra e construa o seu próprio conhecimento, de 
forma mais autónoma, desenvolvendo capacidades matemáticas que lhes permitam 
resolver os diferentes problemas que enfrentam dentro e fora da escola. 
Por todas estas razões, nos últimos anos da prática letiva da investigadora, houve 
uma preocupação pela busca constante pela inovação e fuga às rotinas metodológicas de 
sala de aula, através da diversificação da natureza das tarefas, proporcionando ambientes 
de aprendizagem onde sejam dadas oportunidades aos alunos para resolver e discutir 
tarefas matemáticas mais ou menos desafiantes e complexas, utilizando estratégias de 
resolução diversificadas. Envolve-se, desta forma, os alunos em explorações 
matematicamente ricas, aumentando a sua motivação e encorajando-os a investigar, tomar 
decisões, generalizar, comunicar, discutir ideias e identificar alternativas.  
A utilização do computador na sala de aula e dos Ambientes de Geometria 
Dinâmica (AGD), mais precisamente, o GeoGebra, no qual se juntam a Geometria, a 
Álgebra e o Cálculo, tem influenciado, nos últimos anos, a prática profissional e o processo 
de ensino e de aprendizagem da investigadora. Deste modo, a sua prática letiva tem sido 
orientada pela preocupação de criar as melhores condições para o sucesso dos alunos. 
É neste contexto de mudança, marcado pelas alterações do desenvolvimento 
curricular, pela utilização das tecnologias na sala de aula e pela criatividade como tema 
emergente e em debate, que se coloca, cada vez com maior pertinência, o desenvolvimento 
de projetos de investigação que avaliem o impacto de uma abordagem centrada no uso do 
GeoGebra de uma forma criativa. 
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Tendo em conta a revalorização da Álgebra no 3.º Ciclo do Ensino Básico, a 
antecipação do subtópico “Sistemas de Equações”, pela primeira vez no 8.º ano de 
escolaridade, e atendendo a que as principais dificuldades dos alunos no trabalho com 
sistemas de equações se agrupam em três grandes categorias: “(i) compreender a noção de 
sistema e a natureza da solução de um sistema de equações; (ii) compreender os processos 
de resolução de sistemas de equações e ser capaz de os executar corretamente até obter a 
solução; e (iii) ser capaz de resolver problemas dados por enunciados verbais, traduzindo 
as condições dadas por um sistema de equações, interpretando a solução do sistema de 
acordo com as condições dadas” (Ponte, Branco & Matos, 2009, p.151) , surge a 
necessidade de abordar o tema, de forma criativa, na tentativa de superar as dificuldades 
anunciadas. 
Uma abordagem gráfica, centrada na utilização de um software que permita aos 
alunos uma efetiva compreensão tanto da noção de sistema de equações como da respetiva 
solução, prévia a uma abordagem algébrica, pode ser uma via inovadora, atraente e 
significativa para superar, ou pelo menos contrariar, as dificuldades antes anunciadas. Esta 
abordagem, em contexto de sala de aula, é ainda pouco explorada, daí que se torne 
importante uma investigação que problematize esta perspetiva. 
Estas foram as principais motivações que levaram a investigadora a optar pela 
realização de um estudo centrado numa abordagem criativa dos sistemas de equações do 
1.º grau com duas incógnitas, no 8.º ano de escolaridade.  
Espera-se que este estudo contribua não só para a melhoria da prática letiva e para o 
aumento do sucesso dos alunos mas, principalmente, para: 
 
 “ formular e analisar os problemas com que se defronta o ensino e a 
aprendizagem desta disciplina, proporcionando conceitos, estratégias e 
instrumentos que podem ser de algum modo úteis para os que actuam no 
terreno profissional e na formação, para a administração educativa e para 
todos os que se interessam pelos problemas do ensino.” (Ponte, 2000, p.330) 
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1.2. Questão de investigação e objetivo 
É neste contexto que surge esta investigação, norteada pela principal questão: 
Q: Em que medida uma abordagem criativa centrada no uso prévio de um ambiente 
dinâmico de geometria dinâmica e tirando-se partido do software Sage 
Mathematics, subjacente ao projeto MegUA, favorece a interpretação, 
representação e resolução gráfica dos “Sistemas de Equações“ e em que medida tal 
apropriação potencia uma mais sólida interpretação, representação e resolução 
algébrica dos “Sistemas de Equações”?  
 
Como objetivo essencial a perseguir, formulou-se o seguinte: 
O: Avaliar o impacto de uma abordagem criativa centrada no uso prévio do 
GeoGebra e tirando-se partido do software Sage Mathematics, subjacente ao 
projeto MegUA, para a parametrização das tarefas matemáticas que se criaram, no 
desenvolvimento da capacidade de interpretar, representar e resolver graficamente 
os sistemas de duas equações do 1º grau e das repercussões de tal  apropriação 
numa mais sólida interpretação, representação e resolução algébrica dos “Sistemas 
de Equações”. 
 
1.3. Estrutura da dissertação 
O trabalho está dividido em cinco capítulos: introdução; enquadramento teórico; 
metodologia de investigação; análise dos dados e conclusões. 
No capítulo introdutório, define-se a sua problemática e formula-se a questão e o 
objetivo da mesma. Por último, descreve-se como está organizada a dissertação. 
 No segundo capítulo, apresenta-se o enquadramento teórico do estudo, centrado 
em três principais eixos: criatividade em matemática, tecnologias na abordagem da 
matemática e sistemas de equações no Ensino Básico. 
No terceiro capítulo - do método - descreve-se e fundamenta-se as opções 
metodológicas, com destaque para o estudo de caso; apresenta-se o design de investigação; 
caraterizam-se os participantes e as técnicas e os principais instrumentos de recolha de 
dados privilegiados nesta investigação. Ainda se apresentam as fases e procedimentos do 
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estudo, descrevem-se as tarefas aplicadas na implementação didática e, por último, 
explicita-se a forma como os dados recolhidos foram tratados e serão apresentados.  
No quarto capítulo, faz-se a análise dos dados, com a descrição e algumas 
interpretações dos dados recolhidos para um único caso, em confronto com as resoluções 
padrão dos restantes grupos da turma com a qual se desenvolveu o estudo empírico.  
No quinto capítulo, têm lugar as conclusões, implicações e limitações do estudo e 
sugestões para investigações futuras. 
A dissertação é complementada por uma lista bibliográfica e por anexos que 
apoiaram e fundamentaram o desenvolvimento da presente investigação. 
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2. ENQUADRAMENTO TEÓRICO DO ESTUDO 
 O enquadramento teórico desenvolvido neste ponto está estruturado em três eixos 
fundamentais: (1) criatividade em matemática, (2) tecnologias na abordagem da 
matemática e (3) sistemas de equações no Ensino Básico. No primeiro eixo, a incidência 
teórica recai sobre a análise dos conceitos e dimensões da criatividade, a importância 
pedagogia criativa em matemática e a distinção entre o ensino criativo e ensino para a 
criatividade. 
No segundo eixo, desenvolvem-se alguns dos fundamentos teóricos que sustentam 
a importância da utilização da tecnologia no ensino da matemática e o construcionismo e 
os AGD. Analisa-se, ainda, a importância do GeoGebra no ensino da matemática, com 
base em resultados patentes em alguns dos estudos desenvolvidos recentemente e indica-se 
o propósito de tarefas matemáticas usando GeoGebra. Para finalizar, abordam-se as 
finalidades e objetivos das tecnologias relacionadas ao desenvolvimento desta 
investigação, nomeadamente as associadas ao projeto MegUA. 
No terceiro eixo, assinalam-se alguns apontamentos teóricos sobre a evolução da 
Álgebra e a sua didática. Analisam-se as orientações curriculares recentes relativas à 
Álgebra no 2.º e 3.º Ciclos em Portugal, por comparação com as orientações anteriores, 
abordando o pensamento algébrico. A finalizar, examinam-se as mais recentes orientações 
para o ensino e a aprendizagem dos “Sistemas de Equações”.  
  
2.1. Criatividade em matemática 
Neste ponto, é abordada a incidência teórica que recai sobre a análise dos conceitos 
e dimensões da criatividade, a importância pedagógica de uma abordagem criativa em 
educação matemática e distingue-se ensino criativo de ensino para a criatividade. 
2.1.1. Conceitos e dimensões 
“Na renascença a criatividade poderia ter sido 
um luxo para poucos, mas por agora é uma 
necessidade para todos”  
 Mihaly Csikszentmihalyi 
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Devido às intensas mudanças sociais, económicas e tecnológicas, surge, na década 
de 90, de forma mais incisiva, a tendência de promover a criatividade. Esta é reconhecida 
por Craft (2001) como sendo uma capacidade básica para a sobrevivência, bem como para 
o sucesso futuro. Esta ideia aparece relacionada com o facto de a criatividade deixar de 
estar associada às noções de génio ou de alguém com capacidades excecionais e passar a 
ser vista como algo que pode ser promovido na população escolar em geral (Silver, 1997). 
Apesar de a criatividade desafiar uma definição rigorosa, são muitos os conceitos e 
definições sobre criatividade. Existem vários autores (Torrence, 1974; Silver, 1997; Craft, 
2000; Leikin, 2009, entre outros) que se debruçaram sobre o significado do termo, muito 
complexo e abrangente, não existindo, no entanto, convergência para uma definição única. 
Por outro lado, há uma ausência de estudos sobre o fenómeno criativo numa visão mais 
global, ou seja, “que ofereça uma noção de conjunto dos vários aspetos da manifestação 
num todo” (Craft 2000, cit. por Pereira, 2007, p.14). 
Para Torrance (1974), o processo criativo pode ser entendido como: 
 “ um processo que torna o indivíduo sensível aos problemas, às 
deficiências, às falhas no conhecimento, à falta de elementos, 
identificando a dificuldade, procurando soluções, fazendo previsões 
ou formulando hipóteses para as deficiências, testando e voltando a 
testar estas hipóteses, e possivelmente, modificando e retestando-as, e 
finalmente, comunicando os resultados.” (p.34) 
 
Pereira (2007), analisando Martins (2000), considera a criatividade como “uma 
expressão de um potencial humano de realização, que se manifesta através das actividades 
humanas, e concebe produtos no desenvolvimento do seu processo” (p.15). 
Segundo Weisberg, (1988, citado por Silver, 1997) os atos criativos dos “génios”, 
são vistos como raros talentos mentais, produzidos por indivíduos extraordinários que 
rapidamente e sem esforço usam processos mentais excecionais. Perante esta perspetiva, a 
criatividade não pode ser influenciada pela instrução, uma vez que o trabalho criativo está 
dependente de rasgos ocasionais de introspeção. 
Este ponto de vista não é defendido por todos os autores. Veja-se alguns exemplos. 
De Bono (1995, cit. por Magalhães, 2007) defende que a criatividade não é 
apanágio de alguns “[w]e must get away from the belief that the creativity is the business of 
only a few talented geniuses”(p.9). 
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Para Silver (1997), a criatividade está intimamente relacionada com o 
conhecimento profundo e flexível no domínio dos conteúdos, associado a longos períodos 
de trabalho e reflexão. Para o autor, a criatividade não deve ser vista como um domínio de 
apenas alguns indivíduos, sendo este fortemente influenciada pela instrução. Esta visão 
sugere que a criatividade pode e deve ser desenvolvida na população escolar em geral, e 
não apenas em alguns indivíduos excecionais.  
Como se pode verificar, a criatividade é perspetivada de modos distintos. Enquanto 
para alguns autores a criatividade é vista como algo a que apenas alguns têm acesso, para 
outros a criatividade é inerente a todos os indivíduos. 
Indexada à noção de criatividade, é mencionada a importância de exercitar e 
trabalhar essa criatividade. Como defende Munari (1987, cit. por Magalhães, 2007), a 
“pessoa que não exercita a criatividade acaba por ser uma pessoa incompleta, cujo 
pensamento não consegue defrontar os problemas que se lhe apresentam”(p.15). 
Apesar de a criatividade ser um conceito complexo, para Zamir & Leikin (2011), esta 
deixou de ser, do ponto de vista estático, uma característica pessoal que não pode ser 
alterada e passou a ser vista de uma forma dinâmica como uma característica do 
desenvolvimento pessoal. Esta tendência aponta, cada vez mais, para a sua valorização na 
sala de aula e para a importância da mesma em cada aluno, bem como em todo e cada 
professor.  
No que concerne à criatividade matemática, Mann (2006, citado por Vale, 
Pimentel, Cabrita, Barbosa & Fonseca, 2012), refere que existe uma falta de definição para 
esta, uma vez que há inúmeras maneiras de a expressar. Aponta, no entanto, alguns traços 
comuns nas diferentes tentativas de definição que são: (i) envolve o pensamento 
convergente mas, principalmente, o divergente, (ii) três dimensões principais que são, 
fluência, flexibilidade e originalidade e (iii) está relacionada com a resolução de problemas 
e problematização (incluindo elaboração e generalização). O pensamento divergente e o 
pensamento convergente são dois aspetos importantes da inteligência, da resolução de 
problemas e do pensamento crítico. Pensamento convergente é uma forma de pensar a 
partir de várias “peças” mas orientado para a obtenção de uma resposta a uma determinada 
situação. Contrariamente, o pensamento divergente olha para o problema, analisando todas 
as soluções possíveis e procurando a melhor solução. É geralmente mais espontâneo e de 
fluxo livre. As pessoas que têm pensamento divergente tentam manter a sua mente aberta a 
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todas as possibilidades que apareçam. Quantas mais possibilidades apresentam, superior é 
o pensamento divergente. Divergência é geralmente apontada como a capacidade de gerar 
muitas, ou mais complexas, ou complicadas ideias a partir de uma ideia (Hudson, 1967, 
citado por Vale et al., 2012).  
O nível de criatividade de um indivíduo, de acordo com vários autores (Torrance, 
1974; Silver, 1997; Leikin, 2009), pode ser obtido a partir da medição de quatro 
capacidades mentais, consideradas responsáveis pelo processo criativo. São elas: a 
fluência, a flexibilidade, a originalidade e a elaboração. A fluência é a capacidade de 
produzir um grande número de ideias diferentes e pode ser medida pelo número de 
soluções obtidas pelo aluno para a mesma tarefa. A flexibilidade é a capacidade para 
pensar de modos diferentes. Está associada à mudança de ideias quando se resolve um 
problema para encontrar várias soluções ou para optar pela solução ótima. Esta pode ser 
medida pelo número de abordagens diferentes que o aluno produz. A originalidade é a 
capacidade de pensar de forma única, produzindo ideias novas. Pode ser manifestada 
quando um aluno analisa várias resoluções de um problema, métodos e respostas e 
consegue criar outro que seja diferente. Esta dimensão pode ser medida por comparação 
com a percentagem de alunos no grupo que poderia produzir a mesma solução. A 
elaboração está relacionada com a capacidade de descrever, acrescentar uma variedade de 
detalhes a uma descoberta já produzida e generalizar ideias, aumentando o nível da 
discussão matemática. 
De acordo com Silver (1997), a investigação tem mostrado que a resolução e a 
formulação de problemas em matemática estão intimamente relacionados com a 
criatividade. A par da resolução de problemas, a formulação dos mesmos é uma atividade 
de importância inquestionável numa aula de matemática, pois contribui não só para o 
aprofundamento dos conceitos matemáticos envolvidos mas também para a compreensão 
dos processos suscitados pela sua resolução. Sugere ainda, que se pode promover a 
criatividade em matemática mas que, para isso, deve ter-se em atenção o tipo de ensino 
utilizado, que deve ser sempre alargado a todos os estudantes. 
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2.1.2. Pedagogia criativa 
A importância da criatividade na educação, em geral, e no ensino, em particular, 
surge em documentos oficiais. Tome-se como exemplo a Lei de Bases do Sistema 
Educativo (LBSE) e o Currículo Nacional do Ensino Básico (CNEB). A LBSE, publicada 
em 1986 e ainda em vigor, defende que um dos propósitos do ensino básico será 
“assegurar uma formação geral comum a todos os portugueses que lhes garanta a 
descoberta e o desenvolvimento dos seus interesses e aptidões, capacidade de raciocínio, 
memória e espírito crítico, criatividade, sentido moral e sensibilidade estética” (ME, 
1986). O CNEB (ME-DEB, 2001), por seu turno, define que, no final do ensino básico, o 
aluno deve “realizar actividades de forma autónoma, responsável e criativa” (p. 24), o que 
implica “identificar, seleccionar e aplicar métodos de trabalho, numa perspectiva crítica e 
criativa” e “valorizar a realização de actividades intelectuais, artísticas e motoras que 
envolvam esforço, persistência, iniciativa e criatividade” (id; ib).  
Apesar do desenvolvimento da criatividade estar plasmado nos documentos 
oficiais, há poucas discussões sobre as orientações e estratégias pedagógicas a adotar para 
a promover nos alunos, assim como pouca resposta por parte dos professores para a 
necessidade de a aumentar através da educação (Lin, 2011).  
Esta abstenção dos professores em não promover a criatividade nos alunos é 
resultado de várias circunstâncias, uma das quais está relacionada com o conhecimento 
insuficiente sobre o assunto e as representações que os impedem de implementar um 
ambiente de aprendizagem que pode apoiar o desenvolvimento da criatividade dos alunos 
(Bolden, Harries & Newton, 2009, citado por Shriki & Lavy, 2012).   
Este ambiente de aprendizagem está intimamente relacionado, como Craft (2005, 
citada por Lin, 2011) sugere, com a adequação de estratégias pedagógicas que possam 
promover a criatividade na sala de aula, ou de forma mais lata, com uma abordagem 
didática criativa. Esta abordagem tem duas premissas que a sustentam: a primeira é a visão 
de que a criatividade pode ser desenvolvida e a segunda é que todos os indivíduos têm 
potencial para ser criativos. Assim, alimentar a criatividade através da educação é apoiar o 
indivíduo no desenvolvimento de qualidades criativas para enfrentar problemas do 
quotidiano, para apoiar a sua necessidade de autorrealização, bem como melhorar as suas 
capacidades para o sucesso futuro (Lin, 2011). 
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Dentro desta perspetiva, situa-se Leikin (2009) quando refere que a criatividade é 
uma característica dinâmica que os alunos podem desenvolver se os professores lhes 
proporcionarem oportunidades de aprendizagem adequadas. Esta criatividade é evidente 
quando os alunos têm oportunidade de encontrar e utilizar os seus próprios métodos de 
resolução. 
Vale (2011) vai mais longe ao referir que: 
“terá de ser simultaneamente repensada a formação inicial e 
contínua de professores, discutindo de que modo é que estes 
professores podem desenvolver os seus conhecimentos matemáticos e 
didáticos com vista não só a ensinar matemática de modo criativo 
como também a desenvolver a criatividade dos seus alunos”(p.11) 
 
Ainda neste contexto, Vale et al. (2012), na recente 36.ª Conferencia do Grupo 
Internacional para a Psicologia da Educação Matemática (PME36), consideraram 
importante que os futuros professores se tornem, eles próprios, pensadores criativos e 
estejam disponíveis para agir da mesma forma com os seus alunos. Portanto, precisam 
reconhecer que tanto a flexibilidade como a originalidade estimulam o pensamento 
divergente que promove um pensamento de nível superior. 
Os professores também devem analisar as suas práticas de ensino e procurar 
materiais curriculares adequados para desenvolver a criatividade matemática. Para as 
autoras, o desafio passa por proporcionar um ambiente de prática de resolução de 
problemas que estimule a criatividade permitindo o desenvolvimento de competências 
matemáticas em todos os alunos. O objetivo não passa por categorizar os alunos, mas 
identificar tarefas que possam desenvolvê-la nos alunos e, consequentemente, identificar 
alunos potencialmente criativos. 
Também Roldão (2005, cit. por Pereira, 2007) considera que “a maioria dos 
professores continua a ensinar e a avaliar em função de conteúdos a memorizar e não de 
competências a construir”. Esta situação resulta, em grande parte, da “ênfase do 
raciocínio lógico, no processo de ensino-aprendizagem, [que] tem-se instituído como um 
entrave ao desenvolvimento do pensamento criativo” (De Bono, 2003). 
Embora a verdadeira atividade matemática esteja intimamente entrelaçada com a 
criatividade, Silver (1997) considera que a escolaridade fornece, à maioria dos alunos, 
poucas oportunidades para experimentar esse aspeto do domínio da matemática. 
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Argumenta a favor de um tipo diferente de experiência para os alunos - uma forma de 
ensinar enriquecida com conceitos ligados à noção de criatividade.  
Também Zamir & Leikin (2011) consideram a criatividade como um componente 
base da construção do conhecimento. Para estas autoras, uma das finalidades do ensino da 
matemática é o desenvolvimento da criatividade matemática em cada aluno. Ensinar com 
criatividade e para a criatividade pode reforçar o processo de aprendizagem. Desta forma, 
professores criativos são essenciais para alcançar esse objetivo. Um professor criativo 
estimula a motivação do aluno, encoraja a construção do conhecimento e promove a 
criatividade. O aluno criativo requer que o professor seja flexível e atento, original e 
sensível. Por outras palavras, o aluno criativo, no ensino da matemática, exige que o 
professor seja criativo. As autoras acreditam que a criatividade tem uma natureza dinâmica 
e que é possível desenvolver competências e conhecimentos nos professores com o 
objetivo de a melhorar em ambos, alunos e professores.  
Aborde-se, agora, a relação entre ensino criativo e ensino para a criatividade. A 
distinção é feita no relatório do Comité Nacional Consultivo para a Criatividade, Cultura e 
Educação, entre ensino criativo e ensino para a criatividade, definindo o primeiro como “o 
uso de abordagens criativas para tornar a aprendizagem mais efetiva e interessante” 
(NACCCE, 1999, p. 89), enquanto que o segundo tem como objetivo identificar jovens 
criativos, bem como incentivar e proporcionar oportunidades para o desenvolvimento 
dessa capacidade (Jeffrey & Craft, 2004, p.81). Apesar de terem focos diferentes, o ensino 
criativo relaciona-se com a prática docente, enquanto que o ensino para a criatividade 
destaca o aluno. As duas práticas estão interligadas e são indispensáveis no quadro da 
pedagogia criativa (Lin, 2011, p. 152). Segundo a mesma autora, este quadro, que ilustra a 
relação entre a criatividade e as práticas pedagógicas, oferece uma visão mais holística do 
estímulo da criatividade através da educação. Os três elementos da pedagogia criativa são: 
ensino criativo, o ensino para a criatividade e a aprendizagem criativa. Estes três elementos 
interligados completam-se e resultam entre si, tornando-a um processo de ressonância. A 
interação entre o ensino criativo e eficaz (pelo criativo facilitador), e a aprendizagem 
criativa (pelo aluno ativo), cria um clima favorável para o desenvolvimento de capacidades 
e qualidades criativas. 
Por recurso ao ensino criativo, como imaginativo, dinâmico e com abordagens 
inovadoras (Jeffrey & Craft, 2004) , muitas vezes, estimula-se a imaginação dos alunos e o 
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aparecimento de novas ideias que conduzem ao ensino para a criatividade. Assim, a sua 
promoção pode ser encontrada em ambas as práticas. Através do ensino criativo, os 
professores incentivam a criatividade dos alunos ao demonstrarem o seu entusiasmo, 
imaginação e outros talentos (Lucas 2001, citado por Lin, 2011) criando, ao mesmo tempo, 
um contexto de aprendizagem propício à resolução de problemas e à valorização das 
contribuições dos alunos criativos. 
Em suma, a relação entre ensino criativo e ensino para a criatividade não são 
dicotomizadas (Jeffrey & Craft, 2004, p.85) . O ensino criativo é inerente ao ensino para a 
criatividade, no entanto, segundo os mesmos autores, deve ficar claro que: 
(i) professores ensinam de forma criativa e ensinam para a criatividade de 
acordo com as circunstâncias que eles consideram apropriadas e, por 
vezes, fazem ambos os processos ao mesmo tempo; 
(ii) o ensino para a criatividade pode surgir espontaneamente a partir de 
situações de ensino que não foram especificamente planeadas; 
(iii) ensino para a criatividade é mais suscetível de emergir a partir de 
contextos em que os professores ensinam criativamente, uma vez que os 
alunos moldam-se às abordagens do professor. 
 
Zamir & Leikin (2011) consideram que ensinar com criatividade e para a 
criatividade pode aprofundar o processo de aprendizagem. Segundo as autoras, os 
professores devem ser fluentes na gestão da aula, nomeadamente nas explicações 
matemáticas que fornecem aos seus alunos e flexíveis no ajuste do plano de aula às 
necessidades e respostas dos alunos e na adequação dos conteúdos mediante as diferentes 
etapas de aprendizagem. Devem, ainda, ser originais criando tarefas matemáticas, para 
além das existentes nos manuais escolares, a fim de estimular o raciocínio matemático dos 
alunos e tornar as aulas agradáveis e interessantes para os mesmos. 
Por seu lado, segundo Vale et al. (2012), os professores devem interpretar o 
currículo e selecionar bons materiais e estratégias curriculares a serem usados na sala de 
aula. Para este objetivo ser alcançado, devem propor tarefas que envolvam os alunos de 
uma forma criativa e também serem matematicamente competentes para analisar as 
resoluções dos mesmos. As autoras consideram que os alunos precisam de ser incentivados 
a procurar respostas incomuns e originais, uma vez que esta estratégia representa uma 
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forma de obter soluções para problemas desafiantes ou um caminho para soluções 
criativas. 
Tendo em conta que o que os alunos aprendem é fortemente influenciado pelas 
tarefas que lhes são dadas (Doyle,1988; Stein & Smith, 2009, citado por Vale et al. 2012), 
é importante ter boas tarefas matemáticas para promover o ensino criativo e o ensino para a 
criatividade. Estas devem desenvolver novas ideias e abordagens criativas e, para isso, 
devem permitir múltiplas soluções, a fim de aumentar o fluxo de ideias matemáticas dos 
alunos, flexibilidade do pensamento e originalidade das respostas. 
 Assim, as tarefas devem ser desafiantes (Vale, 2011), assumindo a forma de 
resolução e formulação de problemas, explorações matemáticas e investigações. Leikin 
(2009) acredita que as atividades matemáticas desafiantes, livres de rotinas e baseadas na 
exploração e na resolução de problemas podem levar os alunos a descobrir o seu talento. 
Segundo Robinson (2011), tarefas criativas, implementadas de forma criativa, 
exigindo soluções criativas e permitindo que a imaginação dos alunos e as suas ações 
cresçam livres, podem ser cruciais para desenvolver a criatividade matemática.  
Gilat & Amit (2012), num recente trabalho exposto na PME36, referem que, refletir 
sobre tarefas ambíguas e complexas aumenta o potencial para a inovação, descoberta e 
criatividade.  
Há um longo caminho a ser percorrido para que a criatividade seja uma constante 
no trabalho do professor e nas atividades dos alunos. Espera-se que o projeto de 
investigação realizado possa dar um contributo para ajudar a alterar esta situação. 
 
2.2. Tecnologias na abordagem da matemática 
Neste ponto, sintetizam-se alguns dos fundamentos teóricos que sustentam: a 
importância da utilização da tecnologia no ensino da matemática; a perspetiva 
construcionista na qual assenta a utilização de AGD e as tarefas matemáticas que se 
adequam ao uso do GeoGebra. Para finalizar, abordam-se as finalidades e objetivos das 
tecnologias relacionadas com ao desenvolvimento desta investigação, nomeadamente do 
software utilizado pelo Projeto MegUA. 
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2.2.1. Tecnologias e matemática 
As indicações curriculares atuais dão ênfase especial à utilização de tecnologias. 
Por exemplo, em termos internacionais, segundo o National Council of Teachers of 
Mathematics (NCTM, 2007) , o uso da tecnologia, em particular dos computadores, surge 
como um dos princípios para o ensino da matemática. Refere, ainda que, a tecnologia não 
deverá ser usada como uma substituição para a compreensão e intuição elementar, pelo 
contrário, poderá e deverá ser usada para estimular essa compreensão e intuição. 
Em termos nacionais, o PMEB (Ponte et al., 2007) refere que se deve tirar partido 
das possibilidades de experimentação que os computadores oferecem nos domínios 
geométrico e numérico. O seu uso é particularmente importante na resolução de problemas 
e na realização de atividades de investigação, permitindo que os alunos se concentrem nas 
estratégias de resolução e na interpretação e avaliação dos resultados. O mesmo documento 
salienta ainda que o recurso a programas computacionais de geometria dinâmica favorece a 
compreensão dos conceitos e relações geométricas (2.º Ciclo) e deve ser utilizado em 
tarefas exploratórias e de investigação (3.º Ciclo).  
Estas orientações são corroboradas por vários autores, a nível nacional e 
internacional. Vejam-se alguns exemplos.  
Existem muitas razões para integrar a tecnologia no ensino. Segundo Laborde 
(2000), “in a world of increasing technology in which young people use Internet and 
mobile phone, play at game stations, the teaching of mathematics cannot ignore new…” 
(p.11). Outra das razões apontada pela autora está relacionada com a sua utilidade para a 
matemática e para o ensino da matemática uma vez que permitem, a todos os alunos, 
visualizar fenómenos matemáticos, fazer conexões, manipular e realizar experiências: 
“This ability before the era of technology was restricted to gifted 
students who were able to imagine in their head the mathematical 
objects and relations, to play with them in thought. The possibility of 
real manipulation allowed by technology offers an access to 
mathematics to more students.”(id. p.11) 
Berger (2012) considera que o uso ponderado da tecnologia pode auxiliar a 
compreensão matemática (Zbiek & Hollebrands, 2008) mesmo de conceitos matemáticos 
avançados (NCTM, 2000). 
Capítulo 2 – Enquadramento Teórico 
17 
Segundo Lu (2008), tem havido uma crescente consciência de que a interatividade 
entre seres humanos e tecnologias pode facilitar eficazmente o ensino e aprendizagem. A 
implementação das tecnologias no ensino da matemática traz uma maior eficiência em 
termos da manipulação e comunicação matemática, bem como uma maior interação entre 
professores, alunos e a matemática (Hershkovitz, et al., 2002, citado por Lu, 2008). 
Acrescenta, ainda, que a utilização de software específico da matemática proporciona 
melhores representações visuais e dinâmicas de ideias abstratas e melhores interações entre 
símbolos, variáveis e gráficos.  
No entanto, a utilização de ambientes recorrendo a papel e lápis é dotada de uma 
simplicidade e comodidade que não pode ser excluída da sala de aula. Pode ainda ser 
argumentado que o uso inapropriado das tecnologias pode bloquear o processo de ensino e 
de aprendizagem na resolução de problemas e sua justificação, ou talvez criar obstáculos 
cognitivos à compreensão. Assim sendo, deve ser feita a combinação de ambos, uma vez 
que existem vantagens e desvantagem em ambas as utilizações. 
A este propósito Ponte, Branco & Matos (2009) levantam uma questão relevante: 
 “Devem aprender primeiro os conceitos e processos pelos 
«métodos tradicionais», baseados no papel e lápis, ou devem aprendê-
los, desde o início, usando estes instrumentos? E com que propósito 
devem usar a tecnologia – para confirmar os resultados já obtidos com 
métodos de «papel e lápis» ou como instrumento de exploração?” (p.17) 
 
Acompanhe-se o pensamento destes autores na resposta à questão formulada. 
Defendem que “depende da familiaridade que os alunos têm com os instrumentos 
tecnológicos, própria do seu meio cultural, dos seus interesses e preferências, mas também 
dos recursos existentes na escola e da experiência do próprio professor” (id, ib). 
Apesar de incentivo oficial, em termos internacionais e nacionais, e do 
investimento para integrar as tecnologias digitais no ensino da matemática, o impacto 
dessa implementação, na sala de aula, é ainda limitado (Ruthven et al., 2008, citado por 
Lu, 2008).  
Em particular, importa continuar a investigar em que medida o uso do computador 
pode facilitar uma solida apropriação de conceitos, designadamente algébricos. 
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2.2.2 O Construcionismo e os Ambientes de Geometria Dinâmica 
 
O Construcionismo: aprender é abstrair da situação e 
construir uma rede de significados. As tecnologias digitais 
ajudam a proporcionar esses ambientes, onde são 
possíveis a abstração e as redes de significados. 
Harel Papert 
 
Subjacente à utilização das tecnologias na sala de aula, nomeadamente do 
computador, está um paradigma de construção de conhecimento – o construcionismo. 
A ideia do construcionismo, segundo Papert (1991), pode ser facilmente descrita 
como "aprender-fazendo". A simples alusão às palavras “construir” e “construcionismo” já 
deixa transparecer a ideia de “algo sério” e “algo divertido”. Acrescenta, ainda, que esta 
aprendizagem acontece num contexto no qual o aluno está feliz e conscientemente 
envolvido na construção de “algo público” (Papert, 1991).   
Esta perspetiva, em que o aluno processa e constrói o seu conhecimento através da 
realização de atividades significativas e contextualizadas, resultado de experimentação e 
pesquisa e não pelo fornecimento de respostas, por parte do professor, é defendida por 
vários autores. Para Ribeiro (2005), os alunos são mais do que recipientes passivos de 
informação, são construtores do seu próprio conhecimento e devem ser implicados no 
desenvolvimento de competências através da interação com o ambiente e da organização e 
reorganização das estruturas mentais.  
Segundo Papert (1991), esta noção construcionista, segundo a qual o aluno constrói 
algo do seu interesse e para o qual está bastante motivado, pode ser favorecida se o objeto 
abordado tiver significado pessoal para o aluno, isto é, se a aprendizagem for baseada na 
interatividade do aluno com o computador. Esta interatividade prevê que o aluno assuma o 
comando do processo de desenvolvimento do seu conhecimento, tendo o professor um 
papel de facilitador e mediador da aprendizagem dos alunos. 
 Nesta perspetiva, em que o aluno constrói o seu conhecimento utilizando o 
computador, surgem os AGD no contexto da sala de aula. AGD é um artefacto com muitas 
funcionalidades matemáticas “É uma ferramenta de mediação semiótica” para 
experimentar o desenvolvimento da teoria matemática (Mariotti, 2000). 
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As orientações sobre a utilização dos AGD, expressas pelo NCTM (2007), indicam 
que, desde os primeiros anos de escolaridade, os alunos deverão desenvolver a capacidade 
de visualização através de experiências concretas com uma diversidade de objetos 
geométricos e através da utilização das tecnologias, que permitem rodar, encolher e 
deformar uma série de objetos bi e tridimensionais. 
São vários os autores que defendem que a dinamização de aulas com recurso a 
software de geometria dinâmica são uma mais-valia para os alunos “DGS is not only for 
teacher demonstrations but also for students interactive learning»” (Lu, 2008).  
Para Lu (2008), as construções em geometria dinâmica, a visualização do 
movimento de objetos, arrastando e investigando sob vários ângulos, são algumas das 
vantagens dos AGD. A mesma autora refere, ainda, que há uma infinidade de 
possibilidades oferecidas por estes ambientes: (i) a interatividade direta com as ferramentas 
fornecidas pelo sistema que permite a manipulação, construção e exploração de dados e 
descoberta das relações entre múltiplas representações; (ii) a manipulação matemática e a 
comunicação para a aprendizagem; (iii) a ligação da representação visual com outras 
formas de representações e (iv) a melhoria na aprendizagem através do envolvimento 
efetivo dos alunos com a matemática. 
Também Ribeiro (2005)  considera que a possibilidade de movimentar as 
construções, respeitando a sua estrutura, permite analisar as propriedades que lhe são 
características: 
“Em geometria, a utilização de ambientes geométricos dinâmicos 
(AGDs) enquanto suporte visual de representação de entes abstractos 
e de construção de relações diversas entre estes, pode representar 
uma estratégia poderosa de investigação em Matemática 
promovendo-se, desta forma, a aquisição de conhecimentos mais 
vastos desta disciplina, uma capacidade mais poderosa e flexível de 
raciocínio e de pensamento geométrico e, ainda, uma maior 
capacidade de resolução de problemas exigida pela sociedade 
presente e futura.” (Ribeiro, 2005, p. 177). 
As razões apontadas por Laborde (2000) para a importância do uso dos AGS são: 
(i) o software oferece uma visualização global de fenómenos que enriquecem as imagens 
mentais dos alunos. Alguns destes fenómenos são mais propícios a serem observados pelos 
alunos do que os fenómenos algébricos ou numéricos que requerem uma maior apreensão 
analítica, ou seja, providenciam imagens para a álgebra e para o cálculo e são uma fonte de 
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questões para a álgebra e para o cálculo; (ii) através dos seus poderosos gráficos e as 
possibilidades de manipulação direta, são ferramentas que podem ser facilmente 
manipuladas uma vez que não precisam de usar uma linguagem de programação específica 
nem de muitas introduções. Tais ambientes facilitam o recurso a representações 
geométricas pelos alunos que não o fariam em ambientes de papel e lápis e (iii) permitem 
uma variação contínua dos parâmetros e contribuem para fomentar o estudo de problemas 
gerais e não apenas situações específicas. Esta questão é bastante importante na 
matemática, uma vez que os alunos devem aprender a lidar com um problema geral, 
manipulando os dados e considerando casos particulares. O modo de arrasto é um poderoso 
instrumento de reificação, transformação através de operações mentais de conceitos 
abstratos em realidades concretas, do processo de generalização. 
Neste contexto, é necessário que os AGD ocupem um espaço cada vez maior no 
processo do ensino e da aprendizagem para que sejam confirmadas as suas potencialidades. 
No sentido de contribuir para o processo de construção do conhecimento, segundo 
o paradigma do construcionismo de Papert, na proposta didática implementada nesta 
investigação, no subtópico “Sistemas de Equações”, utilizou-se o computador como 
artefacto para promover a aprendizagem, nomeadamente o AGD - GeoGebra. 
Desde o surgimento dos programas de Geometria Dinâmica que tem existido 
investigação sobre as potencialidades deste software. A aprendizagem dos alunos nestes 
ambientes também tem sido estudada (Hannafin, Barry & Scott 1998; Sutherland, Ippolito, 
Porcaro e Healy 1995, Gawlick 2001). Destes estudos, segundo Candeias N. (2005), pode-
se conjeturar algumas linhas orientadoras para que os AGD tenham impacto na 
aprendizagem dos alunos. Assim, estes programas não são, por si só, a solução para 
melhorar o ensino. Devem ser acompanhados por tarefas relevantes que permitam 
desenvolver as capacidades dos alunos, como a formulação de conjeturas e a sua escrita. 
Ou seja, a ênfase não deve ser colocada na utilização, ou não, deste tipo de programas nas 
aulas, mas sim na forma como eles são utilizados.  
2.2.3. Tarefas matemáticas usando o GeoGebra 
O GeoGebra é um programa de Geometria Dinâmica que proporciona imagens 
visuais das ideias matemáticas, permite operar diretamente sobre os objetos matemáticos e 
ver de imediato as mudanças produzidas e os resultados que decorrem da ação sobre elas. 
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Segundo os seus criadores, Judith e Markus Hohenwarter, o GeoGebra “é um software de 
Matemática dinâmico para a escola no qual se juntam a Geometria, a Álgebra e o 
Cálculo” (Hohenwarter & Jones, 2007). O GeoGebra está disponível online 
(www.geogebra.org), permitindo que os alunos tenham livre acesso ao programa, quer na 
escola quer em casa.  
Há evidências de que o GeoGebra está a ser amplamente utilizado: foi traduzido 
em quarenta línguas e tem sido utilizado por cerca de cem mil professores em todo o 
mundo (Hohenwarter & Jones, 2007). No entanto, segundo Lu (2008), investigações 
sistemáticas sobre a eficácia do GeoGebra nas práticas de ensino são ainda limitadas.  
Uma das vantagens do GeoGebra, segundo Duval (2006) e Misfeldt (2009) é a 
possibilidade de ligação entre a Geometria e a Álgebra e a representação semiótica 
interligando as construções com o seu significado algébrico. As duas janelas possibilitam a 
exploração de conceitos matemáticos em duas vertentes, descompartimentando a 
matemática curricular, o que permite uma visão globalizante (Duval, 2006) (Misfeldt, 
2009). Esta opinião é partilhada por Mehanovic (2009) quando considera que o GeoGebra 
ajuda a estabelecer a ligação entre a manipulação algébrica e a representação gráfica, assim 
como a manipulação dinâmica de objetos geométricos (Mehanovic, 2009), facto que todos 
consideram ajudar a uma melhor compreensão de conceitos matemáticos, pois permite a 
manipulação de parâmetros e a observação gráfica dessas alterações. 
A possibilidade de manipulação gráfica do GeoGebra associada à respetiva 
representação algébrica constitui uma mais-valia quando comparado com outras 
aplicações. Este programa permite, designadamente, trabalhar com múltiplas 
representações e visualizar, em simultâneo, a representação gráfica e a expressão algébrica 
de uma função e observar o que acontece ao gráfico da função sempre que se altera algum 
parâmetro da respetiva expressão algébrica. É a associação destas duas valências que o 
caracterizam e distinguem de outros ambientes de geometria dinâmica 
Importa agora abordar quais as conceções dos professores em relação ao uso do 
GeoGebra. Lu (2008) realizou um estudo envolvendo professores Ingleses e Tailandeses, 
do ensino secundário, para compreender quais as conceções sobre as tecnologias e as 
pedagogias envolvendo a manipulação dinâmica com o GeoGebra, no ensino da 
Matemática. Os resultados deste estudo apontam: (i) alguns professores tendem a olhar 
para o GeoGebra não apenas como uma ferramenta mas sim como um ambiente de ensino 
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e aprendizagem da matemática; (ii) o GeoGebra era visto como um suporte para apoiar a 
aprendizagem dos alunos, desempenhando as funções de visualização e conceptualização 
das suas compreensões matemáticos; (iii) os professores utilizavam uma grande variedade 
de estratégias para integrar o GeoGebra nas suas práticas de ensino, como a apresentação 
de conteúdos e conceitos matemáticos, atividades de sala de aula para a interação com os 
alunos e de investigação matemática e (iv) as suas práticas de ensino são influenciadas 
pelas suas conceções do GeoGebra em relação ao conhecimento matemático e às suas 
tradições culturais. 
Para Berger (2012), a maioria dos educadores matemáticos concorda que as tarefas 
em que os alunos participam utilizando as tecnologias têm uma importância fundamental. 
Assim, segundo Mason & Johnston−Wilder (2006), citados por Berger (2012) importa 
explicar que o propósito de uma tarefa matemática é iniciar uma atividade matemática 
frutífera que conduz a uma transformação do que os alunos estão sensibilizados para 
perceber e competentes para realizar. Nesta linha, utiliza-se o termo “tarefas matemáticas 
usando o GeoGebra” para referir tarefas matemáticas que exploram/usam as 
potencialidades de um software de geometria dinâmica, nomeadamente o GeoGebra. 
Quando se trabalha numa tarefa usando um AGD, uma dupla ligação semiótica é 
reconhecida entre este software e, por um lado, a tarefa e, por outro, o conhecimento 
matemático (Chan, 2012). 
Este tipo de tarefas matemáticas baseadas na utilização do computador são, 
segundo Berger (2012), tarefas que usam a tecnologia para ajudar a concentrar a atenção 
do aluno num conceito e/ou processo específico da matemática. Através deste tipo de 
atividade focada, espera-se que o aluno dê sentido a noções matemáticas específicas 
podendo oferecer oportunidades de aprendizagem que podem não estar disponíveis no 
mundo do papel e lápis.  
Segundo Berger (2012), a característica mais importante de uma tarefa matemática 
é o tipo e nível de pensamento necessário do aluno para se empenhar com sucesso na 
resolução da tarefa. Ao deixar o trabalho de cálculos para o computador, liberta o aluno 
para se concentrar nos aspetos concetuais da tarefa. Assim, tarefas matemáticas que 
exigem “pensamento complexo e não algorítmico”, no qual o aluno tem de determinar o 
seu próprio caminho através do problema, requerem que o aluno analise a tarefa e faça 
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restrições à mesma; execute com êxito a tarefa envolvendo-se na exploração e utilização de 
vários conceitos matemáticos, relações e processos. 
Outro aspeto importante deste tipo de tarefas matemáticas, apontado por Berger 
(2012), é a sua exigência técnica, ou seja, uma tarefa pode parecer interessante em termos 
do seu conteúdo matemático, mas pode exigir competências tecnológicas sofisticadas que 
têm muito pouco, se algum, valor matemático. A exigência técnica de uma tarefa, segundo 
o mesmo autor, é classificada de acordo com o número necessário de comandos diferentes 
e a familiaridade com esse tipo de comandos. 
No entanto, estas oportunidades podem ser diminuídas se o design ou estrutura da 
tarefa não for apropriado. Berger (2012) dá o exemplo da utilização de alguns sistemas 
algébricos computacionais (CAS), conjunto de regras que regem a escrita de uma 
linguagem de programação, que muitas vezes exigem conhecimentos da sintaxe 
especializada e aprender a usar essa sintaxe pode desviar a atenção dos alunos para longe 
do foco da tarefa matemática. Outra das preocupações apontadas pela autora, na resolução 
de tarefas matemáticas usando AGD, é o facto de muitas vezes o conjunto de informações 
que saem do computador, depois de este transformar as informações de entrada, diferir da 
forma usada na matemática quando se utiliza o papel e lápis. Isto pode contribuir para que 
o aluno sinta dificuldades em interpretar informações que saem do computador. 
Berger (2012), na sua recente análise sobre tarefas matemáticas baseadas no 
computador, mostra como um aluno usa o GeoGebra como uma ferramenta para dar 
sentido à tarefa matemática. Em contrapartida, outro aluno usa o GeoGebra como 
ferramenta para explorar vários aspetos da tarefa, sem abordar a mesma de forma 
adequada. Isto sugere, segundo a autora, que deve ser dada atenção ao uso do GeoGebra 
como uma ferramenta para a exploração, na preparação da tarefa. 
Em suma, embora uma tarefa matemática baseada no uso do computador tenha 
como objetivo uma dada finalidade pedagógica, com as devidas exigências matemáticas e 
técnicas, alunos diferentes podem envolver-se na tarefa de formas diferentes e com focos 
diversificados. Assim, o professor pode precisar de sugerir formas de usar o GeoGebra 
para a exploração sistemática das tarefas, especialmente quando alguns alunos são novos 
na utilização das tecnologias para a aprendizagem da matemática. 
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2.2.4. Software Sage Mathematics 
Para o desenvolvimento desta investigação, para além das tecnologias utilizadas 
pelos alunos para a realização de algumas das tarefas inerentes à implementação didática – 
computador e software de geometria dinâmica – GeoGebra – foi utilizada uma outra 
tecnologia. Esta tecnologia, associada ao projeto MegUA, está a ser desenvolvido pela 
Universidade de Aveiro, nomeadamente por um conjunto de docentes do Departamento de 
Matemática.  
O projeto MegUA (MEG, 2010) consiste na elaboração de bases de dados de 
exercícios parametrizados e suas propostas de resolução, organizadas por classes (tópicos), 
usando o software Sage Mathematics (SageMath, 2011). Sage é um software matemático, 
opensource, desenvolvido como alternativa para os principais sistemas proprietários de 
software matemático como o Mathematica e Matlab. O Sage pode ser utilizado por meio 
de um Notebook, ligado à rede, e permite a criação de gráficos, cálculo numérico e 
simbólico, sendo utilizado neste projeto para a criação de recursos digitais na forma de 
exercícios e respetivas resoluções, que podem ser reutilizados, ampliados ou excluídos, e 
partilhados com outros utilizadores através da rede. 
 O MegUA é um pacote de software para Sage Math que concentra muitos pacotes 
matemáticos numa única ferramenta disponível através de linguagem Python
1
. O 
processador de texto utilizado no desenvolvimento das questões é o Latex “LATEX é um 
acrescento ao TEX
2
, que proporciona um sistema de preparação de documentos, com uma 
excelente qualidade tipográfica, usando minutas profissionais pré-definidas” (Anjo, 2000, 
p. 59). Assim, para utilizar o pacote MegUA, é preciso ter conhecimento de LATEX e de 
programação básica em Python. 
 MegUA foi projetado para exportar exercícios selecionados para diferentes 
modelos. Atualmente, produz ficheiros PDF (e o arquivo LATEX correspondente) a partir 
de um conjunto de exercícios, com ou sem resolução, e um índice de conteúdo HTML da 
base de dados. A organização de uma base de dados desta natureza pressupõe que os 
exercícios estejam agrupados em classes, cuja utilização e pesquisa seja relativamente 
                                                     
 
1
 Linguagem de programação 
2
 TEX é um programa projetado para trabalho tipográfico, nomeadamente para escrita de documentos com 
fórmulas matemáticas (Anjo, 2000, p. 59). 
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simples, quer para professores quer para alunos. Para cumprir esta exigência, cada 
exercício MegUA é caracterizado por duas etiquetas fundamentais: um número de 
identificação único e um código que identifica o autor. Cada objeto de aprendizagem é 
descrito por: texto do enunciado, texto da resposta, catalogação, etiquetas e uma parte de 
programação em Python, tudo criado originalmente num ficheiro notebook do "Sage 
Mathematics". A catalogação dos exercícios segue a classificação MCS 2010 
(Mathematics Subject Classification). 
O MegUA está projetado para ajudar o aluno no estudo, utilizando os tradicionais 
papel e caneta, ao permitir que o aluno leia as respostas detalhadas e completas dos 
problemas propostos. Cada utilizador pode criar a sua base de dados, organizada por 
tópicos, partilhada com outros utilizadores. Pode, ainda, criar fichas de exercícios com ou 
sem resolução, organizadas por temas, criar testes e respetivas resoluções, que podem ser 
exportados em LaTeX ou pdf. 
 No texto do exercício, utilizam-se as variáveis que devem ser substituídas por 
valores numéricos ou fórmulas. Um simples exemplo de parametrização é uma equação 
linear do tipo       , onde a, b e c são parâmetros gerados aleatoriamente de entre um 
conjunto pré-definido, por exemplo “ a  -1 , 1,  b  1 , 2 e c  0 , 1 , 2 , 3”. 
Assim, uma instanciação desta equação pode ser –      . O que fica armazenado na 
base de dados é o modelo em si, bem como o conjunto de parâmetros. 
Este software permite ao docente uma rápida elaboração de material didático para 
apoio às aulas e à avaliação, uma vez que possibilita gerar diferentes questões sobre o 
mesmo tópico. Desta forma, o docente não tem que construir, repetidamente, questões do 
mesmo tipo.  
As resoluções detalhadas dos exercícios propostos permitem ao aluno reforçar a 
aprendizagem, esclarecer, posteriormente, as questões específicas que impeçam a 
progressão da aprendizagem e uma autoavaliação dos conteúdos trabalhados. Os alunos 
podem beneficiar do estudo de uma resposta detalhada a um exercício, depois de tentar 
resolvê-lo da forma tradicional de caneta e papel, como foi verificado na literatura. 
Com base neste projeto, a maioria das tarefas aplicadas na presente investigação, 
assim como ambas as partes do teste, foram parametrizadas e criadas várias versões dos 
enunciados, assim como as respetivas propostas de resolução detalhadas que foram 
posteriormente fornecidas aos alunos.  
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2.3. Sistemas de Equações no 3.º CEB 
Inicia-se este ponto com alguns dos aspetos mais marcantes do desenvolvimento 
histórico da Álgebra, desde a Álgebra clássica até à Álgebra moderna. De seguida 
explicitam-se as principais orientações para o ensino e a aprendizagem da matemática em 
Portugal, dando destaque às relativas à Álgebra. Por último, apresentam-se aspetos 
específicos do ensino e da aprendizagem dos Sistemas de Equações. Abordam-se as opções 
metodológicas propostas a nível nacional e internacional e reflete-se sobre os resultados 
apresentados pelos alunos nos testes intermédios e nos exames nacionais do 9.º ano de 
escolaridade explicitando as principais dificuldades no trabalho com os sistemas de 
equações. 
2.3.1. Evolução da Álgebra e das abordagens didáticas  
As origens da Álgebra situam-se na Antiguidade com a formalização e 
sistematização de certas técnicas de resolução de problemas (Ponte, Branco & Matos, 
2009) . O conceito de Álgebra só surge alguns séculos mais tarde, num título do livro Al-
jabr w’al-muqabalah, escrito em Bagdad, por volta do ano 825, pelo matemático e 
astrónomo Mohammed ibn-Musa al-Khwarismi. Esse termo passou a designar o ramo da 
matemática relativo às equações. Ponte, Matos & Branco (2009) situam, no século XVI, o 
surgimento de uma nova etapa, a “Álgebra Simbólica”. É marcada pelos grandes 
progressos registados na resolução de equações com o contributo de François Viète (1540-
1603). Viéte indica equações de grau n com n soluções, mas é Albert Girard (1595-1632), 
em 1629, a afirmar que uma tal equação tem sempre n soluções. O Teorema Fundamental 
da Álgebra é demonstrado, muito depois, por Argand (1768-1822) e por Gauss (1777-
1855).  
O desenvolvimento da teoria das equações algébricas e os contributos de Abel 
(1802-1829), com a prova da impossibilidade de encontrar uma solução geral para uma 
equação com coeficientes arbitrários de grau superior ao 4.º, e de Galois (1811-1832), com 
a formulação das condições necessárias e suficientes para que uma equação de grau 
superior ao 4.º tenha solução por métodos algébricos marcaram o período da “Álgebra 
Clássica”. 
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A partir dos meados do século XIX, a Álgebra conhece uma evolução profunda, 
com a atenção dos matemáticos a voltar-se, cada vez mais, para o estudo de equações não 
algébricas, ou seja, para o estudo de equações diferenciais e de estruturas abstratas, temas 
que passam a constituir a “Álgebra Moderna”. 
Também as abordagens didáticas têm sofrido mudanças significativas ao longo dos 
tempos. Lins & Giménez (1997)    distinguem três grandes correntes nas abordagens 
didáticas para o ensino da Álgebra. A primeira corrente é a que designam por visão 
letrista, reduz a álgebra exclusivamente à sua vertente simbólica. Esta corrente tem como 
objetivo principal treinar e praticar a manipulação os símbolos. A segunda corrente encara  
a Álgebra como Aritmética Generalizada, ao considerar “a atividade algébrica se 
caracteriza pela expressão da generalização” (p.110).  
Com o aparecimento da Álgebra moderna, aparece a terceira corrente 
correspondente à visão estruturalista. A atenção centra-se nas estruturas algébricas 
abstratas, ou seja, nas propriedades das operações numéricas e das transformações 
geométricas. Os autores referem, ainda, uma quarta corrente, segundo a qual a Álgebra é 
encarada como uma atividade que se pode desenvolver a partir de um contexto ou assumir 
um cunho investigativo. 
Em relação às diversas abordagens didáticas, importa referir as mudanças a nível 
das atividades que os alunos realizam. Nas duas primeiras correntes, esta atividade traduz-
se, essencialmente, na resolução de exercícios. Não figuravam situações reais a não ser nos 
capítulos referentes aos problemas do 1.º e 2.º grau, sendo considerado apenas um campo 
de aplicação. Na terceira corrente, a atividade a realizar pelo aluno assume, 
necessariamente, outra natureza, desenvolvendo-se a partir de tarefas de cunho 
exploratório ou investigativo, seja em contexto matemático ou extra-matemático.  
2.3.2. Orientações para o ensino e a aprendizagem da Álgebra 
As orientações curriculares e didáticas para o ensino da Álgebra têm mudado 
profundamente nos últimos anos. A nível internacional, assiste-se a uma crescente 
valorização da Álgebra na Educação Matemática. Para o NCTM (2007), o conceito de 
pensamento algébrico surge associado à revalorização da Álgebra e à intenção de a tornar 
acessível a todos os alunos. De acordo com este documento, o pensamento algébrico surge 
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como algo que deve ser promovido desde os primeiros anos de ensino. Assim, segundo o 
NCTM (2007), cada currículo deve permitir, a todos os alunos: (i) compreender padrões, 
relações e funções (estudo das estruturas); (ii) representar e analisar situações e estruturas 
matemáticas usando símbolos algébricos (simbolização); (iii) usar modelos matemáticos 
para representar e compreender relações quantitativas (modelação) e (iv) analisar a 
variação em diversos contextos (estudo da variação) (p. 262). 
Pode-se verificar que o pensamento algébrico dá atenção não só aos objetos mas 
também às relações existentes entre eles, representando e raciocinando sobre essas relações 
tanto quanto possível de modo geral e abstrato. 
Um dos autores que escreveu sobre pensamento algébrico foi o americano James 
Kaput. O autor identifica cinco facetas do pensamento algébrico estreitamente relacionadas 
entre si: (i) a generalização e formalização de padrões e restrições; (ii) a manipulação de 
formalismos guiada sintaticamente; (iii) o estudo de estruturas abstratas; (iv) o estudo de 
funções, relações e de variação conjunta de duas variáveis e (v) a utilização de múltiplas 
linguagens na modelação matemática e no controlo de fenómenos (Kaput, 1999). Num 
texto mais recente, Kaput (2008) refere, de novo, estes cinco aspetos mas integra os dois 
primeiros (simbolismo e generalização), que designa por “core aspects” (aspetos 
nucleares) da Álgebra, e considera os três últimos como “stands” (ramos) deste domínio. 
Em Portugal, corroborando as tendências internacionais, com os programas de 1991 
(ME-DGEBS, 1991), a Álgebra desaparece como grande tema, parte dela, sobrevive no 
tema “Funções”, e outra parte no tema “Números e Cálculo”, estando reduzida a um 
conjunto de técnicas (cálculo algébrico) e ao estudo de funções.  
O CNEB (2001) valoriza a álgebra como grande tema curricular e aponta vários 
aspetos a desenvolver nos alunos: 
(i) A predisposição para procurar padrões e regularidades e para 
formular generalizações em situações diversas, nomeadamente 
em contexto numérico e geométrico; 
(ii) A aptidão para analisar as relações numéricas de uma situação, 
explicitá-las em linguagem corrente e representá-las através de 
diferentes processos, incluindo o uso de símbolos; 
(iii) A aptidão para interpretar e construir tabelas de valores, 
gráficos, regras verbais e outros processos que traduzam 
relações entre variáveis, assim como para passar de umas formas 
de representação para outras; 
Capítulo 2 – Enquadramento Teórico 
29 
(iv) A aptidão para concretizar em casos particulares relações entre 
variáveis e fórmulas para procurar soluções de equações simples, 
(v) A sensibilidade para entender e usar as noções de 
correspondência e de transformação em situações concretas 
diversas.(ME-DEB, 2001, p. 66)  
 
Com o PMEB (Ponte et al., 2007) é dada uma revalorização à Álgebra, aparecendo 
esta como grande tema, juntamente com Números e Operações, Geometria e Medida e 
Organização e Tratamento de Dados. Face aos programas de 90/91, a Álgebra ganhou 
importância ao ser considerada um dos quatro grandes temas fundamentais ao longo dos 
três ciclos de escolaridade. No 1.º Ciclo, embora o tema não surja de forma 
individualizada, são trabalhados, logo nos primeiros anos, aspetos de carácter algébrico: a 
exploração de sequências, o estabelecimento de relações entre números e entre números e 
operações bem como o estudo de propriedades geométricas. Nos 2.º e 3.º Ciclos, a Álgebra 
surge como um tema matemático individualizado. No 3.º Ciclo, institucionaliza-se o uso da 
linguagem algébrica, procurando desenvolver no aluno a capacidade de lidar com diversos 
tipos de relações matemáticas e estudar situações de variação em contextos significativos. 
No entanto todo o trabalho no âmbito da Álgebra deve perseguir como principal 
objetivo o desenvolvimento do pensamento algébrico. De acordo com Ponte & Sousa 
(2010) : 
“ o programa associa este pensamento à capacidade de 
interpretar, representar e resolver problemas usando procedimentos 
algébricos e de utilizar estes conhecimentos e capacidades na 
exploração de situações contextualizadas. Sublinha também que este 
pensamento para além da capacidade de manipulação de símbolos, 
envolve a interpretação do seu significado e a capacidade de 
generalização” (p.26) 
 
Para Ponte, Branco & Matos (2009) o pensamento algébrico inclui três vertentes: 
representar, raciocinar e resolver problemas. A primeira diz respeito à capacidade do 
aluno usar diferentes sistemas de representação; raciocinar, envolve relacionar 
propriedades e generalizar e resolver problemas inclui formular e concretizar estratégias de 
resolução envolvendo representações de objetos algébricos, tanto em situações 
matemáticas como noutros domínios (modelação). Estes autores sustentam que a 
valorização do pensamento algébrico reforça a ideia de que este tema não se reduz ao 
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trabalho com o simbolismo formal mas, pelo contrário, implica ser capaz de pensar de 
modo abstrato numa diversidade de situações, envolvendo relações, regularidades, variação 
e modelação.  
Quanto às indicações metodológicas, propostas pelo PMEB, para a abordagem da 
Álgebra, no 3.º Ciclo do Ensino Básico, no que concerne ao tema abordado nesta 
investigação, registe-se: (i) para o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos, 
propõe-se o estudo de relações de diversos tipos, bem como o trabalho com tarefas que 
envolvam atividades de simbolização e de modelação; (ii) para o desenvolvimento dos 
conceitos e procedimentos algébricos, é importante proporcionar aos alunos experiências 
informais antes da manipulação algébrica formal (por exemplo, na resolução de equações, 
sistemas de equações e inequações) e (iii) na resolução de sistemas do 1.º grau, os alunos 
devem fazer uma transição progressiva da linguagem natural para a linguagem matemática. 
No que refere às tarefas, a proposta vai no sentido de privilegiar a resolução de problemas 
e a modelação de situações, usando procedimentos algébricos de complexidade crescente, 
não perdendo de vista a consolidação dos procedimentos algébricos de rotina. 
 Uma perspetiva idêntica é defendida por Chanzan & Yerushalmy (2003) ao 
considerarem que a aprendizagem dos conceitos algébricos não se deve basear, única e 
exclusivamente, na utilização de tarefas tipo bem estruturadas, pois os alunos necessitam 
de usufruir de vivências relacionadas com o pensamento algébrico gerado em contexto não 
escolar. Assim, mais do que mecanizar um conjunto de manipulações simbólicas, estes 
investigadores consideram preferível que se estabeleçam conexões entre as experiências 
vividas em meio escolar e as conceções que os alunos adquirem nas suas vivências diárias. 
Neste âmbito, de acordo com as indicações dadas pelo PMEB, o computador 
poderá ser um bom recurso para relacionar a linguagem algébrica e os métodos gráficos, 
permitindo o estabelecimento de conexões entre a Álgebra, a Geometria e os Números e 
Operações, na realização de tarefas de exploração e investigação e na resolução de 
problemas. Pretende-se, deste modo, contribui para que a abordagem à Álgebra seja muito 
mais do que como um conjunto de regras e procedimentos a memorizar. 
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2.3.3. Ensino e aprendizagem dos Sistemas de Equações 
Os ”sistemas de equações do 1.º grau com duas incógnitas” no programa de 
matemática de 1991 (ME-DGEBS, 1991) surgia como uma unidade individualizada, no 9.º 
ano de escolaridade, dentro do tema “Números e Cálculo”. O programa referia que “A 
resolução de sistemas, (…), fornecerá novos instrumentos para resolver problemas e 
proporcionará também novas oportunidades de exercitar algumas destrezas em cálculos 
com significado” (p.49). Os objetivos propostos eram: 
(i) Traduzir o enunciado de um problema da linguagem corrente 
para a linguagem matemática. 
(ii) Verificar se um par ordenado é solução de um sistema. 
(iii) Reconhecer sistemas de equações equivalentes. 
(iv) Resolver sistemas de equações pelo método de substituição. 
(v) Interpretar e criticar a solução de um sistema de equações, no 
contexto de um problema. 
(vi) Discutir, apresentando argumentos, o processo usado na 
resolução de problemas. (p.52)  
 
Como sugestões metodológicas, propunha-se o ensino do método de substituição 
para a resolução de sistemas de equações, “…que será apresentado sobre exemplos 
concretos” (id, p.52). Este método, “único a ser utilizado nesta altura” (id, ib), surgia 
como uma nova ferramenta para a resolução de novos problemas. Era, ainda, proposta a 
resolução de sistemas “suficientes para entender o método”(id, p.53).  
É possível verificar que esse programa não dava qualquer enfase à resolução de 
sistemas por métodos gráficos sendo o método algébrico o único a ser utilizado para sua 
resolução. Verifica-se, também, uma ausência na exploração de conexões entre o método 
gráfico e o método algébrico. Deste modo, os sistemas de equações foram trabalhados, 
durante muito tempo, com base nas manipulações algébricas das equações que o 
constituíam. Essas manipulações eram baseadas num conjunto de regras, sem grandes 
explicações e desprovidas de significado para os alunos. Geralmente, o método de 
substituição era apresentado como uma forma única de resolver os sistemas de equações e 
os alunos iam manipulando algebricamente as equações e transformando os sistemas em 
sistemas equivalentes mais simples, muitas vezes, sem qualquer compreensão dos 
procedimentos efetuados. Segundo este método, as possíveis soluções apresentavam-se de 
difícil compreensão para os alunos, pois eram desprovidas de leitura geométrica. 
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Apesar da interpretação gráfica das soluções de um sistema de equações não estar 
explicito no Programa vigente, o Currículo Nacional do Ensino Básico (ME-DEB, 2001) 
proponha que: “Uma componente essencial da formação matemática é a compreensão de 
relações entre ideias matemáticas, tanto entre diferentes temas de matemática como no 
interior de cada tema (…). Actividades que permitam evidenciar e explorar estas conexões 
devem ser proporcionadas a todos os alunos” (p. 70). Possivelmente por esta razão, a 
maioria dos manuais escolares abordava a resolução gráfica de sistemas de equações. Esta 
abordagem surgia numa perspetiva de classificar os sistemas de equações e não como uma 
conexão com as soluções encontradas pelos métodos algébricos. Sendo o manual escolar 
uma forte presença entre os recursos que o professor tem ao seu dispor, a representação 
gráfica de sistemas de equações foi sendo trabalhada nas aulas de Matemática. Saliente-se, 
no entanto, que esta interpretação gráfica surgia, sempre, após a abordagem algébrica. 
Apesar do PMEB ter sido publicado em 2007 e do seu processo de introdução se ter 
iniciado no ano letivo 2010/2011 (no ano letivo anterior, 40 turmas piloto tinham 
experimentado o programa) apenas no ano a que se reporta esta investigação foi aplicado, 
pela primeira vez, a alunos do 8.º ano de escolaridade. Com a implementação do PMEB, o 
tópico “sistemas de equações do 1.º grau com duas incógnitas” sofre algumas alterações. 
Passou a fazer parte dos conteúdos a lecionar no 8.º ano de escolaridade, integrado na 
unidade de ensino “Funções e Equações”. Surge, então, como objetivo específico, 
“interpretar graficamente as soluções de um sistema de equações“ (p. 57) e é dada ênfase 
às conexões entre a Geometria e a Álgebra “Estabelecer conexões entra a Geometria e os 
Números e Operações contribui para evitar a abordagem à Álgebra apenas como um 
conjunto de regras e procedimentos a memorizar” (p.56). 
Com as mudanças do desenvolvimento curricular a ocorrerem em Portugal, em 
2011, dá-se a divulgação dos resultados do estudo PISA 2009 - Programme for 
International Student Assessment. Os resultados apontam que “Portugal foi o único país a 
melhorar em todos os domínios
3
 avaliados” (Carvalho, Ávila, Nico & Pacheco, 2011, p. 
85). No que concerne ao domínio matemática, apresentou uma posição relativamente 
favorável face a outros países europeus, nomeadamente do Sul da Europa, mas 
                                                     
 
3
Leitura, matemática e ciências. 
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desfavorável face a países com padrões de ”excelência” (como Coreia do Sul, Hong Kong, 
Singapura e Taipé e também Xangai). Apontam-se como principais causas para as 
melhorias registadas nas competências dos jovens: as mudanças sociais nas escolas; as 
políticas educativas, culturais e/ou científicas e o desenvolvimento de projetos de âmbito 
nacional, e de longo prazo, nomeadamente o Plano de Ação para a Matemática. 
Face a este cenário e apesar destes resultados contribuírem para relativizar os 
discursos pessimistas sobre os jovens e a qualidade do ensino em Portugal, ou mesmo 
sobre a deterioração da relação professor-aluno, existe muito a melhorar na educação em 
Portugal, nomeadamente, no que diz respeito ao tema Álgebra, no 3.º Ciclo, e ao subtópico 
“Sistemas de Equações”. Sendo o foco principal da Álgebra o desenvolvimento do 
pensamento algébrico, da capacidade de interpretar, representar e resolver problemas 
usando procedimentos algébricos e uma vez que este subtópico é, agora, abordado num 
nível etário mais abaixo, 8.º ano de escolaridade, é premente, por parte dos professores, o 
ajuste das metodologias a utilizar no ensino e na aprendizagem dos sistemas de equações, 
por forma a contribuir para superar as dificuldades enunciadas. 
De acordo com Ponte et al. (2009), a abordagem dos sistemas de equações do 1.º 
grau proporciona aos alunos um amplo conjunto de ferramentas para a modelação de 
situações da realidade. Além disso, “contribui para desenvolver a sua capacidade de 
utilizar da linguagem algébrica, o seu raciocínio matemático e a sua capacidade de 
resolver de problemas”(p.148) . No entanto, os mesmos autores alertam para o facto de o 
trabalho com sistemas de equações facilmente conduzir a uma mecanização de 
procedimentos por parte dos alunos, sem qualquer compreensão do que estão a fazer, com 
que objetos estão a trabalhar, que questões se colocam relativamente a esses objetos e qual 
o fundamento das estratégias de resolução adotadas. Para o evitar, o PMEB indica que “é 
importante proporcionar aos alunos experiências informais antes da manipulação 
algébrica formal” (Ponte et al., 2007, p.55) . Essas experiências são essenciais para a 
compreensão dos conceitos e do fundamento dos procedimentos a seguir. Assim, a 
resolução formal deve surgir numa segunda etapa, como o processo adequado para lidar 
com situações de maior complexidade. 
Para Ponte et al., (2009), a resolução de sistemas de equações pelo método de 
substituição deve ser acompanhada da interpretação gráfica. Defende-se que “a 
interpretação da representação gráfica de um sistema de equações é fundamental para 
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uma efetiva compreensão tanto da solução de sistema de equações como da natureza da 
respetiva solução”(p.149). Segundo os mesmos autores, para o estudo de uma grande 
variedade de casos de sistemas possíveis determinados, possíveis indeterminados e 
impossíveis, relacionando-os com a posição relativa das retas correspondentes, o uso de 
tecnologia é aconselhável. 
Segundo as orientações metodológicas do PMEB, as representações matemáticas 
desempenham um papel essencial na aprendizagem da disciplina. É importante que os 
alunos compreendam que existe uma variedade de representações para as ideias 
matemáticas e que “a capacidade de passar informação de uma forma de representação 
para outra é tão importante como saber reconhecer as convenções inerentes a cada tipo 
de representação e interpretar a informação apresentada” (Ponte et al., 2007, p.9) .  
Em jeito de conclusão e citando o PMEB, “o computador é um bom recurso para 
apoiar os alunos no estabelecimento de relações entre a linguagem algébrica e os métodos 
gráficos, na realização de tarefas de exploração e investigação e na resolução de 
problemas” (id, p.56). 
É na confluência destas dimensões que se enquadra o estudo empírico que se 
desenvolveu. 
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3. MÉTODO 
A presente investigação dos “Sistemas de Equações” tem como principal objetivo 
avaliar o impacto de uma abordagem criativa centrada no uso prévio do GeoGebra e 
tirando-se partido do software Sage Mathematics, subjacente ao projeto MegUA, para a 
parametrização das tarefas matemáticas que se criaram, no desenvolvimento da capacidade 
de interpretar, representar e resolver graficamente os sistemas de duas equações do 1º grau 
e das repercussões de tal  apropriação numa mais sólida interpretação, representação e 
resolução algébrica dos “Sistemas de Equações”. Secundariamente, pretende-se verificar se 
essa abordagem criativa permite obter indícios do desenvolvimento da criatividade nos 
alunos. 
Este capítulo dedica-se à apresentação e fundamentação das opções metodológicas 
adotadas no estudo, tendo em conta os objetivos que se perseguem, fazendo-se referência 
ao trabalho exploratório realizado, à natureza qualitativa da investigação e ao estudo de 
caso como estratégia de investigação. De seguida, apresenta-se o design de investigação, 
com o objetivo de facilitar a compreensão global do estudo e caracterizam-se os 
participantes e as técnicas e os instrumentos utilizados para proceder à recolha dos dados. 
Por último, após uma descrição pormenorizada do modo como a investigação foi efetuada, 
descreve-se o modo como os dados foram tratados e serão apresentados. 
3.1. Opções metodológicas 
Este tópico incide na fundamentação das opções metodológicas que se assumiram 
para a presente investigação -qualitativa, de estudo de caso- mas começa-se por fazer 
referência ao trabalho exploratório que a antecedeu. 
3.1.1. Trabalho exploratório 
Investigar é procurar a(s) resposta(s) que permita(m) encontrar soluções para o 
problema que inquieta o investigador, tendo como finalidade a produção de conhecimento. 
Nesta medida, qualquer processo de investigação é um “processo formal e sistemático de 
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desenvolvimento do método científico” (Gil, 1999, p. 42) que tem como objetivo 
fundamental descobrir respostas para problemas, mediante o emprego de procedimentos 
científicos. Ao ter subjacente a definição de opções, as quais se integram no âmbito dos 
propósitos metodológicos que configuram o processo e o acesso à informação e construção 
do conhecimento, o modelo de investigação “corresponde ao quadro geral que um 
investigador se atribui, para abordar a realidade que deseja investigar, isto é, aquela 
sobre a qual deseja recolher dados de observação, a fim de tirar conclusões” (Lessard-
Hébertl, 1996, p. 77) .  
No contexto de uma investigação, a apresentação da metodologia de investigação 
implica, na linha que Afonso (2005) defende, “uma descrição prospectiva da 
operacionalização da estratégia da investigação adoptada, envolvendo a justificação e 
caracterização do uso das técnicas e instrumentos, a caracterização dos sujeitos 
participantes, do dispositivo e dos procedimentos” (p.56). 
Constituindo-se como “o ponto de partida fundamental para a tomada de decisões 
sobre a operacionalização do trabalho empírico” (id, ib), importa sublinhar que, para a 
construção do modelo de análise e das técnicas da presente investigação, os investigadores 
são confrontados com a tomada de decisões importantes: a seleção do método e das 
técnicas de recolha de informação mais adequadas à problemática, o contexto onde se 
desenvolve o trabalho empírico, como tratar e apresentar os dados, a previsão do tempo 
necessário para preparação e implementação, com sucesso, do trabalho empírico, entre 
outras (Pardal & Lopes, 2011). Não são decisões fáceis, nem tomadas de ânimo leve, 
porque delas dependem o êxito, a qualidade e a fiabilidade do estudo. A este propósito, 
destaca-se a necessidade sentida de proceder a leituras (Stake, 2007; Afonso, 2005; Pardal 
& Lopes, 2011; Estrela, 2007, entre outros) que conduzissem a escolhas conceptuais 
adequadas às finalidades da investigação.  
Durante a fase exploratória, e em face dos desafios que a conceptualização 
metodológica da investigação colocou à investigadora, houve necessidade de encetar um 
conjunto diversificado de tarefas de natureza diversa, entre as quais se destacam: 
levantamento bibliográfico; leitura de artigos e dissertações de publicação recente; 
pesquisa de outras informações pertinentes sobre os fenómenos relacionados com a 
temática; diálogo com as orientadoras, colegas, professores e com outros investigadores. 
Revelaram-se igualmente importantes as aulas assistidas de Seminário de Dissertação. 
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Os resultados mais visíveis do trabalho exploratório desenvolvido traduzem-se 
numa maior aproximação da investigadora à problemática; numa melhor compreensão da 
complexidade e dos desafios colocados ao desenvolvimento da investigação e domínio dos 
conhecimentos científicos necessários para a elaboração do projeto. 
Em síntese, é possível afirmar que este percurso exploratório, algo sinuoso e 
construído de avanços e recuos, veio a revelar-se imprescindível para apoiar a 
fundamentação teórica do estudo e, consequentemente, como fonte para obter informações 
relevantes para a elaboração e estruturação do projeto de investigação, sobretudo ao nível 
da definição do problema e o método a privilegiar.  
 
3.1.2. Investigação qualitativa 
Atendendo aos objetivos que se perseguiram, optou-se, como já se referiu, por uma 
investigação qualitativa. O conceito de investigação qualitativa tem sido usado como 
designação geral para todas as formas de investigação que se baseiam, principalmente, na 
utilização de dados qualitativos (Gomez, Flores & Jiménez, 1999), dados que se 
caraterizam por serem “ricos em fenómenos descritivos relativamente a pessoas, locais e 
conversas, e de complexo tratamento estatístico” (Bogdan & Biklen, 1994, p.16). Ao 
tender a analisar os dados recolhidos de forma indutiva, numa abordagem de investigação 
de cunho mais exploratória, mais do que uma abordagem dedutiva e confirmatória de 
hipóteses previamente colocadas, adquire especial importância a compreensão do 
"porquê", uma vez que a investigação qualitativa se interessa pelas perspetivas 
participantes, ou seja, nas diferentes perspetivas que as várias pessoas possam ter sobre um 
mesmo objeto, coisa ou ação.  
Atualmente, a investigação qualitativa abarca um largo campo transdisciplinar que 
envolve as ciências humanas e sociais e a sua amplitude e importância é fruto de uma 
longa evolução histórica cujas raízes mais remotas se situam nas querelas metodológicas 
do final do século XIX que reivindicavam uma metodologia autónoma ou compreensiva 
para as ciências do mundo da vida (Denzin & Lincoln, 2000)   . 
Durante a primeira metade do século XX, a investigação qualitativa é impulsionada 
pelos estudos socioculturais, com especial destaque para os trabalhos desenvolvidos pela 
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“escola de Chicago” (Bogdan & Biklen, 1994). Mas é após a II Guerra até aos anos 70 que 
se começa a afirmar, por via de novos estudos e sua divulgação. Nesta fase, especialmente 
a partir dos anos 60, época de mudança social, a investigação qualitativa em educação 
deixa de estar confinada a sociólogos e antropólogos que se debruçavam sobre aspetos 
educacionais, para se alargar aos próprios educadores. A possibilidade de serem eles a se 
ocuparem da investigação em educação dá, assim, corpo à abordagem qualitativa em 
educação. Durante a década de 70, acabou por estabelecer-se um clima de diálogo entre 
investigadores qualitativos e quantitativos e as décadas de 80 e 90 são pontuadas pela 
investigação qualitativa pós-moderna. No entanto, até aos anos 90, a investigação dita 
quantitativa foi o paradigma dominante da investigação em educação (Fernandes, 1991). 
Segundo Bogdan & Biklen (1994), “a investigação qualitativa é frequentemente 
designada por naturalista, porque o investigador frequenta os locais em que naturalmente 
se verificam os fenómenos nos quais está interessado, incidindo os dados recolhidos nos 
comportamentos naturais das pessoas: conversar, visitar, observar, comer, etc” (p.17).   
Ao preocupar-se com a “recolha de informação fiável e sistemática sobre aspetos 
específicos da realidade social usando procedimentos empíricos com o intuito de gerar e 
inter-relacionar conceitos que permitam interpretar essa realidade” (Afonso, 2005, p.14), 
a investigação qualitativa tem na sua essência, segundo Bogdan & Biklen (1994), cinco 
características: (1) a fonte direta dos dados é o ambiente natural e o investigador é o 
principal agente na recolha desses mesmos dados; (2) os dados que o investigador recolhe 
são essencialmente de carácter descritivo; (3) os investigadores que utilizam metodologias 
qualitativas interessam-se mais pelo processo em si do que propriamente pelos resultados; 
(4) a análise dos dados é feita de forma indutiva e (5) o investigador interessa-se, acima de 
tudo, por tentar compreender o significado que os participantes atribuem às suas 
experiências. 
Fernandes (1991) afirma que “o foco da investigação qualitativa é a compreensão 
mais profunda dos problemas, é investigar o que está “por trás” de certos 
comportamentos, atitudes ou convicções” (p. 65).  
As vantagens da investigação de natureza qualitativa relacionam-se com a 
possibilidade de gerar boas hipóteses de investigação decorrentes da utilização de algumas 
técnicas como a observação minuciosa ou a inquirição por entrevista detalhada e profunda. 
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 Mas a investigação qualitativa não escapa às críticas. Uma das limitações 
apontadas é a questão da objetividade na recolha e análise dos dados (Fernandes, 1991). A 
objetividade, como defende o autor, é facilmente colocada em causa quando existe pouca 
experiência, falta de conhecimento ou mesmo de “sensibilidade” por parte do investigador. 
São aspetos a dedicar especial atenção na fase de execução e conclusão do trabalho 
empírico. 
3.1.3. Estudo de caso como estratégia de investigação 
Dentro da investigação qualitativa, a revisão bibliográfica efetuada levou a concluir 
que o estudo de caso é uma boa opção para a investigação em educação que se pretendia 
levar a cabo (Bodgan & Biklen, 1994; Lessard-Hébert, 1996; Coutinho & Chaves, 2002; 
André, 2005). 
A questão de quando se deve utilizar ou não o estudo de caso é respondida por 
Ponte (2006). Para o autor, os fatores que estão na raiz desta escolha prendem-se com a 
necessidade de compreender melhor a particularidade de uma dada situação ou um 
fenómeno em estudo:  
“É uma investigação que se assume como particularística, isto é, 
que se debruça deliberadamente sobre uma situação específica que se 
supõe ser única ou especial, pelo menos em certos aspectos, 
procurando descobrir a que há nela de mais essencial e característico 
e, desse modo, contribuir para a compreensão global de um certo 
fenómeno de interesse.” (Ponte, 2006, p.2). 
 
Acresce para a escolha do estudo de caso, cujo intuito, no campo educativo, é o de 
explicar, descrever, explorar e compreender em profundidade contextos de ensino e de 
aprendizagem (Bodgan & Biklen, 1994; Fernandes, 1991; André, 2005; Yin, 1984), o facto 
de ser considerada “a estratégia de investigação mais adequada quando queremos saber o 
«como» e o «porquê» de acontecimentos actuais” (Yin, 1984) e ajustada quando o campo 
de investigação se concentra num fenómeno natural dentro de um contexto da vida real. É, 
portanto, uma investigação de natureza empírica que se baseia fortemente em trabalho de 
campo ou em análise documental (Ponte, 2006).  
Yin (1984) afirma que esta abordagem se adapta à investigação em educação, 
quando o investigador: é confrontado com situações complexas, de tal forma que dificulta 
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a identificação das variáveis consideradas importantes; quando o investigador procura 
encontrar interações entre fatores relevantes próprios dessa entidade; quando o objetivo é 
descrever ou analisar o fenómeno, a que se acede diretamente, de uma forma profunda e 
global e quando o investigador pretende apreender a dinâmica do fenómeno, do programa 
ou do processo.  
Em suma, Creswell (1994) e Mertens (1998, citado por Coutinho & Chaves, 2002), 
identificam cinco características básicas de um estudo de caso: (i) é “um sistema limitado”, 
e tem fronteiras “em termos de tempo, eventos ou processos” e que “nem sempre são 
claras e precisas”; (ii) é um caso sobre “algo”, que necessita ser identificado para conferir 
foco e direção à investigação; (iii) é preciso preservar o carácter “único, específico, 
diferente, complexo do caso”; (iv) a investigação decorre em ambiente natural e, por 
último, (v) o investigador recorre a fontes múltiplas de dados e a métodos de recolha 
diversificados: observações diretas e indiretas, entrevistas, questionários, narrativas, 
registos de áudio e vídeo, diários, cartas, documentos, entre outros (p. 224). O conjunto 
destas características conduzem a que o estudo de caso possa ser considerado “mais do que 
uma metodologia (…) é essencialmente um design de investigação” (Ponte, 2006, p. 7). 
 Além disso, é um dos tipos de investigação qualitativa que tem conquistado 
crescente aceitação na área da educação. Esta crescente notoriedade do estudo de caso no 
campo da educação e das ciências sociais deve-se, em grande medida, “a autores como Yin 
e Stack, que embora em perspectivas não completamente coincidentes, têm procurado 
aprofundar, sistematizar e credibilizar o estudo de caso no âmbito da metodologia de 
investigação” (Meirinhos & Osório, 2010, p. 49).  
Consequentemente, é com naturalidade que se deteta a utilização frequente do 
estudo de caso no domínio da Educação Matemática
4
 (Ponte, 2006). Também na 
Tecnologia Educativa tem, “vindo a ganhar popularidade crescente na investigação 
nacional” (Coutinho & Chaves, 2002, p.221) .  
O trabalho produzido por André (2005) avança com alguns argumentos que ajudam 
a ilustrar as potencialidades da utilização do estudo de caso na educação: 
                                                     
 
4
   Em Educação Matemática, João Pedro da Ponte elenca algumas das questões alvo da utilização de estudos 
de caso: “têm sido usados para investigar questões de aprendizagem dos alunos bem como do conhecimento 
e das práticas profissionais de professores, programas de formação inicial de professores, projectos de 
inovação curricular, novos currículos, etc.” (Ponte, 2006, p. 3). 
Capítulo 3 - Método 
41 
“Se o interesse é investigar fenómenos educacionais no contexto 
natural em que ocorrem, os estudos de caso podem ser instrumentos 
valiosos, pois o contato direto e prolongado do pesquisador com os 
eventos e situações investigadas possibilita descrever ações e 
comportamentos, captar significados, analisar interações, 
compreender e interpretar linguagens, estudar representações, sem 
desvinculá-los do contexto e das circunstâncias especiais em que se 
manifestam. Assim, permitem compreender não só como surgem e se 
desenvolvem esses fenómenos, mas também como evoluem num dado 
período de tempo. São, portanto, instrumentos preciosos tanto para 
desvelar rotinas e inovações quanto para aferir mudanças em 
comportamentos e práticas ao longo do tempo” (p. 93-94). 
 
Numa perspetiva convergente, Duarte (2008) sustenta que o estudo de caso pode:  
“constituir uma contribuição importante para o desenvolvimento 
científico (…); permitir uma visão em profundidade de processos 
educacionais, na sua complexidade contextual (…); constituir um 
interessante modo de pesquisa para a prática docente, incluindo 
investigação de cada professor nas suas aulas (…). Por outro lado, 
certos processos e situações correm risco de passar desapercebidos 
em estudos de maior dimensão (e de maior prestígio nos meios 
académicos…) ao passo que a análise de casos, mesmo de casos 
pouco habituais, pode ser ilustrativa de circunstâncias cruciais para 
os sistemas e organizações” (p. 114).  
 
As explicações avançadas pelos autores (André, 2005; Duarte, 2008) corroboram 
que o estudo de caso permite descrever, interpretar, problematizar e avaliar a complexidade 
dos elementos que compõem o sistema educativo e os problemas das escolas.  
A sua importância também não será alheia ao facto de o estudo de caso permitir um 
tipo de linguagem mais acessível em comparação com outros modelos de investigação. 
Isso mesmo é assumido por André (2005) quando defende que um estudo de caso tem a 
particularidade de narrar os acontecimentos de forma clara e direta, de modo a que essa 
linguagem seja o mais próximo da experiência de quem vai aceder aos dados da própria 
investigação.  
Para além da linguagem utilizada, os estudos de casos retratam a realidade de forma 
profunda, “de tal forma que oferece uma imagem vivida e única da situação” (Garcia & 
Latas, 1991, p.14), dado que ocorrem num ambiente natural, ou seja, a investigação é feita 
através de eventos reais inseridos num contexto da vida real (Yin, 2005). O estudo de caso 
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possibilita a imbricação numa dada realidade social, não conseguida plenamente por um 
levantamento através de amostra e uma avaliação exclusivamente quantitativa. Portanto, 
evidencia-se como uma estratégia de investigação que tem sempre um forte cunho 
descritivo, uma vez que o papel reservado ao investigador é dar a conhecer a situação 
analisada tal como ela lhe sugere. Isso é visível ao constituir-se num tipo de investigação 
aplicada no qual “o investigador se envolve activamente na causa da investigação” 
(Bogdan & Biklen, 1994, p. 292). 
Por outro lado, Dooley (2002) refere que existem investigadores de várias 
disciplinas a usar o estudo de caso para “produzir nova teoria, para contestar ou desafiar 
teoria, para explicar uma situação, para estabelecer uma base de aplicação de soluções 
para situações, para explorar, ou para descrever um objecto ou fenómeno” (p. 343-344). 
Nessa medida, pode-se afirmar que o objetivo geral de um estudo de caso é: “explorar, 
descrever, explicar, avaliar e/ou transformar”, como defendem Gomez, Flores & Jiménez, 
(Gomez, Flores & Jimenes, 1999, p.99). 
 Portanto o estudo de caso pode não se assumir meramente como descritivo e 
evocar um profundo alcance analítico, ao interrogar a situação, ou até ir mais longe, como 
nas situações em que os resultados são confrontados com teorias já existentes ou contribuir 
para “ajudar a gerar novas teorias e novas questões de investigação” (Ponte, 2006, p.8).  
Os estudos de caso interpretativos, ao irem “a pouco e pouco acrescentando novos 
elementos que enriquecem o nosso conhecimento colectivo acerca desses problemas e 
fenómenos” (Ponte, 2006, p. 16) contribuem, significativamente, para refinar o 
conhecimento teórico já existente e para levantar novas questões para futuras 
investigações, objetivos que também se pretendem atingir nesta investigação. Isso será 
assegurado pela própria natureza do estudo de caso, traduzida na “exploração de um 
«sistema limitado», no tempo e em profundidade, através de uma recolha de dados 
profunda envolvendo fontes múltiplas de informação ricas no contexto”(Creswell, 1994, p. 
61).  
Merriam (1988), para além dos casos descritivos (com uma componente descritiva 
intensa) e interpretativos (em que o grau de análise é elevado) ainda considera os 
avaliativos (em que existe um dado grau de valoração de aspetos particulares). Stake 
(2007) utiliza outros critérios para distinguir os estudos de caso; intrínseco (quando se está 
interessado numa situação única, não porque representa outros casos, ou porque ilustra um 
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problema ou característica em particular, mas porque em toda a sua normalidade e 
particularidade, o caso em si é de interesse), instrumental (necessidade de compreensão de 
algo global que pode ser alcançada tendo um conhecimento mais profundo de um caso em 
particular); ou coletivo (quando se escolhem vários casos). Por seu lado, Yin (1984) refere 
que os estudos de caso podem ter diversos propósitos; analíticos (procurando 
problematizar o seu objeto, construir ou desenvolver nova teoria ou confrontá-la com 
teoria já existente), exploratórios (obter informação preliminar acerca do respetivo objeto 
de interesse) ou descritivos (simples propósito de descrever). Yin (1984) refere que 
“embora cada um tenha suas características distintas, isso não implica que os limites entre 
eles sejam claros e bem delimitados, podendo haver sobreposições”. O autor também 
diferencia entre estudos de caso únicos e estudos de caso-múltiplo. O estudo de caso único 
ou singular (Yin, 1984) é muito semelhante ao estudo de caso intrínseco (Stake, 2007). 
Ambos implicam uma particular e profunda atenção de modo a captar as características 
holísticas e significativas de um caso. Os estudos de casos múltiplos (multiple-case study) 
caracterizam-se por se constituir “por diversos estudo de caso de algum modo 
comparáveis, com o fim de ajudar a conhecer melhor a diversidade de realidades que 
existem dentro de um certo grupo”(id, p. 5-6).  
Perante as características e potencialidades deste tipo de investigação, a que já se 
fez referência, sublinhadas por vários autores, o estudo de caso apresenta-se como o mais 
adequado para o desenvolvimento desta investigação, tendo em conta que envolve o estudo 
intensivo e detalhado de uma entidade bem definida num ambiente tecnológico de 
aprendizagem (Coutinho & Chaves, 2002). Concorre para esta escolha o facto de o 
investigador, depois de recolher todo o tipo de dados de cariz qualitativo, ter acesso ao 
trabalho realizado pelos alunos e poder compreender o seu ponto de vista para tentar 
perceber o significado que os alunos atribuem às diferentes situações propostas pelo 
investigador. 
A preferência pelo uso do estudo de caso deve ser dada em situações onde os 
comportamentos relevantes não podem ser manipulados, mas onde é possível fazer 
observações diretas e lidar com uma variedade de evidências, como sejam documentos, 
artefactos, entrevistas e observações (Yin, 1984) . Foi o caso. 
A fim de investigar o impacto de uma abordagem criativa centrada no uso do 
GeoGebra e do programa Sage Matematics, enfatiza-se que o estudo de caso não tem 
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apenas como objetivo descrever e explicar como estas ferramentas podem ser usadas, mas 
sim explorar as suas potencialidades num apoio a uma mais sólida compreensão dos 
“Sistemas de Equações”. 
O modelo do estudo de caso escolhido está enquadrado, por um lado, no modelo 
exploratório pois pode abrir caminho a futuros estudos e, por outro, descritivo na medida 
em que se centra num objecto, analisando-o detalhadamente, sem assumir pretensões de 
generalizações (Pardal & Lopes, 2011, p.33). Também se optou por um estudo de caso 
único, embora se analise por relação com a restante turma. 
3.2. Desing de Investigação 
 O presente estudo decorreu numa turma do 8.º ano de escolaridade de uma Escola 
Secundária com 3.º Ciclo do distrito de Aveiro no ano letivo 2011/2012, no âmbito do 
subtópico “Sistemas de Equações”. Para uma compreensão global do estudo apresenta-se, 
neste ponto, o design de investigação que será conduzido por três etapas principais. 
 
Fig. 1 Design de Investigação 
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A primeira etapa decorreu durante o primeiro período do ano letivo 2011/2012 e os 
dois primeiros meses de 2012. Esta etapa permitiu a caracterização dos alunos da turma, 
onde o estudo foi implementado, com base no conhecimento que a professora detinha dos 
mesmos, por ter sido professora da turma pelo segundo ano consecutivo e por ter ocupado 
o cargo de diretora de turma, ainda que temporariamente. 
De seguida, e após a definição da problemática e da questão de investigação em 
causa nesta investigação, iniciou-se a planificação de uma abordagem criativa do subtópico 
supracitado. Após a elaboração das tarefas que fazem parte do subtópico a implementar, 
todas elas foram parametrizadas, utilizando uma linguagem de programação específica e 
geradas várias versões, assim como as respetivas correções. A planificação da abordagem 
criativa, assim como os procedimentos e objetivos da parametrização, serão descritos 
pormenorizadamente no ponto 3.5.1. deste capítulo.  
Ainda nesta primeira etapa e para diagnosticar os conhecimentos prévios dos alunos 
acerca do subtópico a abordar e a destreza na utilização do software GeoGebra, 
procedeu-se à aplicação de um teste, na modalidade pré-teste, constituído por uma parte 
prática (anexo 1) com recurso ao GeoGebra, realizada a pares e uma parte teórica (anexo 
2), realizada individualmente. 
Importa referir que, como a investigadora só tinha esta turma do 8.º ano, o teste não 
foi aplicado previamente em nenhuma outra turma. 
Após concluída esta etapa, deu-se início à segunda, com a implementação do 
subtópico didático. No ano letivo a que se reporta esta investigação, os alunos deixaram de 
usufruir de 90 minutos semanais referentes à área disciplinar não curricular Área de 
Projeto, no âmbito do PAM (Plano de Ação para a Matemática). Este espaço privilegiava o 
reforço das aprendizagens, com a realização de tarefas diversificadas, utilizando 
metodologias, recursos e materiais variados, onde os alunos desenvolviam a autonomia, a 
capacidade de encontrar estratégias para a resolução de problemas, o espírito crítico, a 
pesquisa e a capacidade de trabalhar em grupo. Com o término do PAM, a aplicação da 
implementação didática supracitada ocorreu, somente, nas aulas de matemática. Para ser 
possível operacionalizar a aplicação de algumas das tarefas que envolviam o uso dos 
computadores, mais especificamente do software GeoGebra, assim como para a realização 
da parte prática do teste, houve a necessidade de requisitar, previamente, uma sala de 
informática. 
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Nesta etapa, foram aplicadas cinco tarefas (anexo 3 a anexo 7) de natureza diversa 
(exploração, investigação, resolução de problemas e exercícios que proporcionem uma 
prática compreensiva de procedimentos) abrangendo o estudo do subtópico Sistemas de 
Equações. Todas as tarefas foram trabalhadas em grupo e tiveram como premissa 
momentos de confrontos de ideias, discussão de resultados, institucionalização de 
conceitos e representações matemáticas.  
Na terceira etapa, concluída a abordagem da unidade didática, os alunos realizaram 
de novo o mesmo teste, agora na modalidade pós-teste, com a finalidade de se analisar a 
evolução operada. 
Tendo em conta as características desta investigação e como se pode observar na 
figura 1, foram várias as técnicas utilizadas para a recolha de informação, suportadas por 
diversos instrumentos. É de referir a: observação direta, tendo por instrumentos o diário de 
bordo e as notas de campo e análise documental das produções dos alunos em suporte 
papel e digital, o teste, na modalidade pré e pós. No ponto 3.4 incluído neste capítulo será 
feita uma descrição detalhada das técnicas e instrumentos de recolha de dados. 
3.3. Participantes no estudo 
Este estudo foi implementado numa Escola Secundária com 3.º Ciclo do distrito de 
Aveiro, numa turma do 8.º ano de escolaridade constituída por 27 alunos. Os alunos-caso 
foram selecionados entre os alunos dessa turma. Neste contexto, foram considerados como 
participantes a professora/investigadora, os alunos da turma e, em particular, os alunos-
caso cujo desempenho, em pormenor, foi objeto de estudo.  
3.3.1. A professora /investigadora 
Uma vez que, nesta investigação, se pretende avaliar o impacto de uma abordagem 
criativa ao subtópico Sistema de Equações e tendo em conta que essa abordagem não recai 
sobre a sequência didática apresentada no manual adotado mas sim num conjunto de 
tarefas desenvolvidas pela investigadora, descreve-se, de seguida, de forma sucinta, o 
percurso profissional da mesma.  
A professora é licenciada em Matemática (via ensino), pela Universidade de 
Aveiro, desde 1998. Após a sua licenciatura, passou por várias escola do país, lidando com 
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várias realidades escolares, onde lecionou matemática, na grande maioria dos anos, a 
turmas do ensino básico. Quando ocorreu a fase empírica desta investigação, a professora 
lecionava o 8.º ano de escolaridade, numa escola de Aveiro, sendo este o QZP (Quadro de 
Zona Pedagógica) a que a professora pertence. Ao longo da sua atividade docente, 
desempenhou alguns cargos que lhe permitiram adquirir alguma experiência profissional, 
nomeadamente, Diretora de Turma, Coordenadora de Grupo, elemento do Conselho 
Pedagógico, elemento do secretariado de exames e coadjuvante do PAM. Para além dos 
cargos exercidos, participou em várias ações de formação ligadas às tecnologias de 
informação, nomeadamente: “As TIC em contextos inter e transdisciplinares, com 
utilização da plataforma Moodle” e “A utilização das TIC nos Processos de 
Ensino/Aprendizagem (Matemática) com utilização dos Quadros Interactivos”. Em termos 
científicos e pedagógicos, na área do ensino da Matemática, salienta-se a formação 
contínua no “Novo Programa de Matemática do Ensino Básico, 3º ciclo – Números, 
Operações e Álgebra”. Sempre que possível, participa nos encontros de professores de 
Matemática, nomeadamente no AveiroMat e ProfMat. As ações e encontros em que 
participou contribuíram para o enriquecimento bem como para a atualização dos seus 
conhecimentos científicos e didáticos.  
O facto de a investigadora ser simultaneamente professora e já ter lecionado à 
turma, no ano transato ao do estudo empírico, permitiu que o ambiente de sala de aula, no 
decorrer das sessões, fosse o mais natural possível. Outro aspeto a realçar está relacionado 
com a utilização dos computadores e, mais especificamente, a utilização do GeoGebra. Tal 
como já foi referido anteriormente, os alunos estavam habituados a este tipo de aulas, em 
que ocorria uma mudança de sala, e desenvolviam um trabalho em grupo, o mais autónomo 
possível, utilizando o GeoGebra para resolver tarefas de investigação/exploração. Assim, a 
investigadora, assumiu-se como o principal instrumento de recolha de dados, num 
ambiente salutar e o mais normal possível. 
3.3.2. Caracterização da escola e do meio envolvente 
A investigação foi realizada numa escola pública de Aveiro, com uma população 
híbrida onde se misturam o urbano e o rural. Os alunos da escola provêm de meios 
socioculturais diferenciados e, por vezes, extremados.  
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No ano letivo 2011/2012, a escola era frequentada por cerca de 145 docentes e 
1100 discentes, distribuídos em 40 turmas desde o 7.º ao 12.º ano de escolaridade. O corpo 
docente era na sua maioria estável, o que permitiu a criação de equipas de trabalho 
funcionais. Em termos de recursos tecnológicos, a escola possuía um sistema que permitia 
a alunos e docentes aceder, através de uma conta pessoal e intransmissível, ao seu 
ambiente de trabalho, em qualquer computador da escola.  
A escola possuía ainda três salas de informática destinadas, prioritariamente, às 
disciplinas lecionadas pelo grupo de Informática. No entanto, estas podiam ser 
requisitadas, com a devida antecedência, por professores de outras disciplinas. Com a 
implementação do plano tecnológico, todas as salas de aula foram equipadas com 
computador e videoprojector, permitindo aos docentes a utilização de meios informáticos 
para apoio às respetivas atividades letivas. Onze salas foram equipadas com 
quadros interativos, o que permite a utilização de meios inovadores na prática pedagógica. 
A escola possuía uma biblioteca onde estão disponíveis dez computadores fixos, para os 
alunos realizarem trabalhos de pesquisa que necessitem de suporte informático, de forma 
individual ou em grupo ou no desenvolvimento de atividades lúdicas. Possuía também 
quatro computadores portáteis que podiam ser requisitados para serem usados pelos alunos 
em sala de aula na implementação de estratégias pedagógicas diversificadas. Todos os seis 
blocos, onde se desenvolvem as atividades letivas, tinham catorze computadores portáteis 
com várias aplicações matemáticas instaladas, nomeadamente o GeoGebra, que podiam ser 
requisitados atempadamente pelos docentes. O aumento de equipamento concedido pelo 
plano tecnológico foi uma mais-valia para a Escola, mas também fez crescer a 
responsabilidade dos professores e da direção pela sua utilização e manutenção. 
3.3.3. Caracterização da turma 
Não existiu uma pré-seleção da turma onde ocorreu a investigação pelo facto de ser 
a única turma do ensino regular da investigadora. A turma do 8.º ano era constituída por 27 
alunos, dos quais 15 do sexo feminino e 12 do sexo masculino. A média das idades dos 
alunos era 13,1 anos. Destes, 25 foram alunos da investigadora no ano transato ao do 
estudo empírico e os restantes 2 provieram de outras turmas. Na turma existia uma aluna 
repetente e outra abrangida pelo Decreto-Lei n.º3/2008 de 7 de janeiro. A aluna com 
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necessidades educativas especiais não tinha adaptações curriculares, apenas adaptações de 
avaliação, tendo participado no estudo com bastante entusiasmo. Quanto ao 
aproveitamento obtido no 1.º período, apenas 14,8% obtiveram nível dois e 59,2% nível 
não inferior a quatro.  
Globalmente, os alunos tinham um bom relacionamento entre si, o que nem sempre 
se traduzia num bom comportamento em sala de aula. A grande maioria destes alunos fez 
parte da mesma turma desde o ensino pré-escolar, o que proporcionava uma camaradagem 
e entreajuda entre eles. No ano letivo a que reporta esta investigação, os alunos 
encontravam-se numa faixa etária cujo foco de interesses/motivações se distanciam do 
contexto académico, o que se refletiu nos resultados obtidos nas diversas formas de 
avaliação a que foram submetidos. 
A grande maioria dos encarregados de educação foram bastante presentes e atentos 
ao percurso escolar dos seus educandos, comparecendo não só nas reuniões convocadas 
pela diretora de turma, como também na hora de atendimento que lhes foi destinada. É de 
salientar que mais de cinquenta por cento dos encarregados de educação possuíam, como 
habilitações académicas, o grau de Licenciatura. 
Quanto às aspirações académicas, 92,6,% dos alunos pretendiam prosseguir estudo. 
Destes, 48,1% referiram o Ensino Superior, um aluno o Doutoramento e os restantes não 
referiram até quando pretendem prosseguir estudos. Apenas dois alunos ambicionavam a 
escolaridade obrigatória, 12.º ano. 
As principais atividades que os alunos preferiam ver dinamizadas nas aulas eram, 
por ordem decrescente de preferência, aulas com material áudio/vídeo; trabalho de grupo 
e/ou pares; aulas com interação professor /aluno e aluno/aluno. A falta de 
atenção/concentração e a indisciplina foram os principais fatores referidos, pelos alunos, 
para o insucesso escolar. Dezanove alunos consideraram que têm hábitos de leitura. Vinte 
e três alunos tinham computador em casa e destes apenas um passava menos de uma hora, 
por dia, ao computador; sete mais de duas horas e os restantes entre uma e duas horas.  
Os dados descritos sobre os alunos da turma foram retirados do PCT (Plano 
Curricular de Turma), referente ao ano letivo a que se reporta o estudo. Tendo em conta 
que, como Stake (2007) refere, “o nosso tempo e o acesso ao trabalho de campo são quase 
sempre limitados” (p.20), não foi possível obter dados mais relevantes para esta 
investigação, sobre os alunos da turma, uma vez que, quando esta investigação iniciou, o 
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ano letivo já tinha começado e a turma era uma continuidade da professora, razão pela qual 
não foi aplicado qualquer questionário inicial. 
Em termos do relacionamento estabelecido entre a professora e os alunos da turma, 
convém frisar que este foi muito próximo. Para este facto contribuiu a continuidade, pelo 
segundo ano consecutivo, atribuída à docente para a lecionação da disciplina de 
matemática. No ano transato a esta investigação, tal como já referido, assumiu o cargo de 
diretora de turma, ainda que temporariamente, e lecionou matemática e Área de Projeto (no 
âmbito do PAM). No final do ano letivo, desenvolveu uma atividade extra curricular que 
envolveu aproximadamente 88,9% dos alunos, num contexto não relacionado com a sala 
de aula nem com a Matemática.  
3.3.4. Seleção do caso  
O verdadeiro objetivo do estudo de caso, segundo Stake (2007), é a 
particularização, não a generalização. Segundo este autor, seleciona-se um caso particular 
não tanto por aquilo em que difere dos outros mas pelo que é, pelo que faz. A ênfase é 
colocada na singularidade e isso implica o conhecimento de outros casos diferentes, mas a 
primeira ênfase é posta na compreensão do próprio caso.  
Assim, surgiu a questão de que caso selecionar para esta investigação. Para Stake 
(2007), um dos primeiros critérios deverá ser maximizar o que se pode aprender. Assim, 
dados os objetivos que se perseguem, deve-se escolher casos que terão probabilidade de 
permitir entendimentos e asserções. 
Por um lado, poderá ser útil tentar selecionar “casos que são típicos ou 
representativos de outros casos, mas uma amostra de um ou uma amostra de apenas 
alguns terá poucas probabilidades de ser fortemente representativo de outros” (Stake, 
2007, p. 20). Por outro lado, o mesmo autor refere que o estudo de caso não é uma 
investigação por amostragem. Não se estuda um caso com o objetivo primário de entender 
outros casos. A primeira intensão é compreender esse caso específico. 
Deste modo, a seleção foi determinada pelas resoluções produzidas pelos alunos e 
pelo seu interesse, bem como pela forma como comunicavam as ideias.  
Após se ter ponderado, cuidadosamente, sobre a singularidade e os contextos das 
seleções alternativas, “pois estas poderão alargar ou restringir as nossas aprendizagens” 
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(Stake, 2007, p. 20), optou-se pela análise de um só caso. Procurou-se assim, como diz 
Stake, 
“[entrar] em cena com um interesse sincero em aprender como eles 
agem nas suas actividades e ambientes habituais, e determinados a 
pôr de lado, enquanto aprendemos, muitas ideias pré-concebidas”. 
(Stake, 2007, p. 20) 
 
Neste estudo, foca-se esse caso único, uma vez que se sentiu curiosidade em 
analisar o desempenho particular evidenciado ao longo de todo o estudo empírico.  
Está-se interessado nesse caso, como diz Stake (2007), não apenas porque, ao 
estudá-lo, se aprende sobre outros casos mas também porque se pretende aprender sobre 
esse caso em particular. Apesar de o caso ser único, será explorado exaustivamente em 
confronto com respostas padrão e com outros alunos que revelem respostas diferentes e 
interessantes para a investigação. 
A unidade de análise será um grupo de dois alunos. Esta opção fica a dever-se ao 
facto de se considerar que, para a realização de tarefas de natureza diferentes, entre as 
quais as de investigação e de exploração, o trabalho em grupo é mais vantajoso que o 
individual, uma vez que os alunos podem discutir as suas descobertas e partilhá-las com o 
seu par e, posteriormente, com a sua turma. Esta ideia é defendida por Brunheira & 
Fonseca (citados por Candeias A., 2005): 
 “As actividades de investigação constituem uma boa oportunidade 
para os alunos trabalharem em grupo. Deste modo, mais facilmente 
se conjugam ideias e se ultrapassam dificuldades. O grupo aumenta 
também a confiança em enfrentar novos problemas e promove a 
discussão entre alunos”(p.44). 
 
Deste modo, todas as tarefas foram previstas para serem trabalhadas em pequeno 
grupo. A turma foi dividida em 13 grupos de alunos, que foram definidos previamente 
(tabela seguinte) e permaneceram juntos durante toda a investigação, nomeadamente para a 
realização da parte prática do teste. A escolha dos grupos foi feita com base no 
conhecimento que a investigadora detinha dos alunos como já foi referido no ponto 3.3.3. 
Realce-se que os nomes atribuídos são fictícios, uma vez que o anonimato dos 
alunos foi assegurado aos encarregados de educação aquando do pedido de autorização 
para a participação neste estudo. 
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Grupo Alunos 
1 André - Jacinta 
2 Bárbara – Cláudia 
3 Júlia - Gabriela 
4 Carla – Dina 
5 Daniel – Filomena 
6 Rui – Gonçalo 
7 Heloísa – Filipe 
8 Hélder – Débora 
9 Isabel - Leonardo 
10 Jorge- Mário 
11 Bela - João -Matilde 
12 Maria – Tomás 
13 Paulo – Dora 
Tabela 1. Grupos de trabalho 
Dos treze grupos de trabalho, optou-se pela seleção do grupo G12. Este grupo era 
constituído pela Maria e pelo Tomás. Ambos os alunos, à data a que reporta este estudo, 
tinham 13 anos. A Maria era uma aluna extremamente educada e muito participativa. Para 
participar, colocava sempre o dedo no ar, nunca manifestando a sua opinião antes da 
professora lhe passar a palavra. Era extremamente correta nas suas abordagens. Era, 
claramente, uma aluna de nível cinco nas competências gerais, específicas e transversais 
O Tomás era um aluno muito diferente da Maria. Participava se solicitado, 
manifestando um ritmo de trabalho não contínuo. Mas era empenhado quando as tarefas 
eram do seu interesse. Nas atitudes e valores, assim como no conhecimento e capacidades 
relacionadas com a disciplina era um aluno de nível quatro. A razão de juntar estes dois 
alunos assim como uma análise mais exaustiva sobre ambos será apresentada no capítulo 
referente à apresentação e análise dos resultados. 
 
3.4. Técnicas e instrumentos de recolha de dados 
“As técnicas são um instrumento de trabalho que 
viabiliza a realização de uma pesquisa, um modo de se 
conseguir a efectivação do conjunto de operações em que 
consiste o método, com vista à verificação empírica”  
Pardal e Lopes 
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Dada a natureza da investigação, a metodologia seguida foi baseada na recolha de 
dados qualitativos, a fim de descrever e interpretar o fenómeno em estudo da forma mais 
autêntica e completa possível.  
Para Lessard-Hérbert, Goyette & Boutin (2008), existem três formas principais de 
recolha de dados: (i) o inquérito, que pode tomar duas formas distintas, a saber, a 
entrevista, se se considerar a forma oral, e o questionário, se se considerar a forma escrita; 
(ii) a observação, em particular, das aulas; e (iii) a análise documental dos produtos dos 
alunos.  
Nesta investigação, as principais técnicas de recolha de dados foram a observação e 
a análise documental. Descreve-se, de seguida, de forma sucinta, os instrumentos de 
suporte a cada uma das técnicas aplicadas na recolha dos dados. 
A utilização de diferentes instrumentos para a recolha de dados teve como principal 
finalidade permitir o cruzamento da informação para a validação dos resultados obtidos. 
3.4.1. Observação 
Segundo Stake (2007), a observação conduz o investigador a uma maior 
compreensão do caso. Deste modo, a observação foi uma das técnicas privilegiadas para 
recolher informação durante a fase empírica. A procura de observações pertinentes foi uma 
constante, uma vez que, só assim, se poderia aumentar a compreensão do caso. Durante as 
observações, sempre que possível, manteve-se um bom registo dos acontecimentos para, 
segundo o mesmo autor, providenciar uma descrição relativamente incontestável para 
análise posterior e para o relatório final. A investigadora, para proceder ao registo das 
observações, serviu-se, essencialmente, do Diário de Bordo. 
 
3.4.1.1. Diário de Bordo 
O Diário de Bordo constitui o instrumento privilegiado “onde o investigador 
regista os acontecimentos relevantes que vão surgindo no decurso do trabalho, bem como 
as ideias e preocupações que lhe vão surgindo” (Ponte, 2002, p.14). 
Foram vários os registos efetuados no Diário de Bordo, mediante as tarefas a 
realizar. Para a preparação da aula, e como as tarefas eram parametrizadas, a investigadora 
utilizava este instrumento de observação para registar a versão atribuída a cada grupo e as 
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correspondentes páginas para posterior impressão. O mesmo procedimento era efetuado 
para as correções. Como o software utilizado gerava um elevado número de versões 
distintas da mesma tarefa eram, posteriormente, selecionadas as melhores. Entenda-se por 
melhores, aquelas cuja correção, principalmente quando envolvia gráficos, fossem 
percetíveis aos alunos. Ainda antes da aula, era no Diário de Bordo que a investigadora 
registava os objetivos específicos de cada tarefa, a forma como o trabalho seria organizado, 
o tempo previsto para cada uma das partes em que a aula era dividida, assim como, sempre 
que necessário, questões a colocar, que a investigadora achasse pertinentes. Quase sempre 
no final da aula, por não ser possível fazer esse registo no decorrer das sessões, elaborava 
uma síntese da aula com base nas notas soltas que ia registando durante a mesma. Na 
síntese, destacava os seguintes aspetos: as atitudes dos alunos no desenvolvimento da 
tarefa; as alíneas onde os alunos revelaram mais dificuldades; episódios marcantes 
decorridos na aula; as questões que levantaram, assim como quem as levou; comentários 
pertinentes; as questões que vieram a discussão; as principais conclusões retiradas pelos 
grupos e, não menos importantes, as preocupações da investigadora. 
 
3.4.2. Análise documental 
“Muito frequentemente, os documentos servem como 
substitutos de registos de atividades que o investigador 
não poderia observar diretamente”  
Robert Stake 
A análise documental utilizada nesta investigação recaiu sobre o Projeto de Escola, 
o Projeto Curricular de Turma, o teste e documentos e artefactos produzidos pelos alunos. 
 
3.4.2.1. Plano Curricular de Turma e Projeto Educativo 
Para a caracterização da escola e do meio envolvente, assim como da própria turma, 
foram analisados documentos de natureza mais formal, nomeadamente o Projeto de Escola, 
referente ao quadriénio 2009-2013, e o Projeto Curricular de Turma. 
3.4.2.2. Testes 
O teste é constituído por duas partes: uma parte prática (anexo 1) com recurso ao 
GeoGebra, realizada a pares, e uma parte teórica (anexo 2) com recurso ao papel e lápis, 
realizada individualmente.  
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Na parte prática, resolvida a pares, os alunos deveriam recorrer ao GeoGebra para 
resolver as duas questões formuladas. A primeira questão tem duas alíneas e os alunos, 
através do método de resolução gráfica, tinham de resolver dois sistemas e classificá-los. 
Na segunda questão com três alíneas, dada uma equação, pretendia-se que os alunos 
encontrassem uma segunda equação para formar um sistema. Nas duas primeiras alíneas, 
um sistema possível e indeterminado e outro impossível, respetivamente. Na última alínea, 
um sistema possível que tivesse como solução um dado par ordenado. 
A parte teórica é constituída por oito questões. A primeira questão é de escolha 
múltipla e os alunos tinham de identificar, justificando, qual o par ordenado que é solução 
de uma equação do primeiro grau com duas incógnitas. Em relação à segunda questão, 
inserida num problema da vida real, os alunos tinham de determinar uma equação que 
traduzisse o número de voltas do pedal em função do número de voltas da roda de uma 
bicicleta. Na questão seguinte, os alunos deveriam determinar a solução de um sistema de 
duas equações com duas incógnitas. Na quarta questão, são fornecidas as expressões 
algébricas e respetivas representações gráficas de retas e pretendia-se que os alunos 
escrevessem três sistemas de equações: possível e determinado, possível e indeterminado e 
impossível. Na quinta questão, os alunos deveriam determinar duas incógnitas, que 
figurassem num sistema de equações, do qual se sabe a solução. A sexta questão é 
constituída por três alíneas. Na primeira, os alunos tinham de verificar se um dado par 
ordenado era solução do sistema fornecido; na segunda, tinham de determinar 
algebricamente, caso existisse, a solução do sistema e classificá-lo e, na última alínea, 
formular um problema que pudesse ser traduzido por aquele sistema. As duas últimas 
questões estão relacionadas com a resolução de problemas. Na primeira, os alunos 
deveriam escrever um sistema de equações que permitisse encontrar a solução do problema 
e, na segunda, para além de escrever um sistema, tinham de dar resposta ao problema. 
O teste teve duas modalidades, a modalidade pré-teste, com o objetivo de 
diagnosticar os conhecimentos prévios dos alunos acerca do subtópico “Sistemas de 
Equações” e a destreza na utilização do software GeoGebra, e a modalidade pós-teste, com 
a qual se pretendia avaliar a evolução do desempenho dos alunos, após a intervenção 
didática, facilitada pela comparação das respostas dadas no pré-teste. 
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3.4.2.3. Documentos e artefactos produzidos pelos alunos 
Durante a intervenção didática, os alunos resolveram várias tarefas, algumas 
utilizando o papel e lápis e outras utilizando o computador e o software GeoGebra. Todas 
as resoluções realizadas pelos alunos foram recolhidas. As realizadas em suporte papel 
foram entregues à professora após a discussão e síntese final e as realizadas em suporte 
digital foram guardadas, pelos alunos, em pastas próprias, no servidor da escola, 
posteriormente retiradas pela professora. Todos estes documentos e artefactos produzidos 
pelos alunos permitiram obter dados significativos acerca da resolução das várias tarefas e 
especialmente sobre os processos de resolução utilizados pelos vários grupos. 
 
 
3.5. Descrição do estudo  
Para uma melhor perceção do estudo empírico, descreve-se, neste ponto, as 
atividades desenvolvidas durante as várias etapas do estudo. Começa-se por mostrar as 
preocupações tidas na seleção e criação de tarefas, tendo sempre em conta as orientações 
curriculares recomendadas pelo PMEB, bem como o cuidado da sua sequencia didática, 
por forma a que a abordagem do subtópico Sistemas de Equações fosse criativa. 
Apresenta-se ainda, o trabalho relativo à parametrização das tarefas, assim como das 
respetivas propostas de resolução. Para finalizar, caracterizam-se todas as tarefas aplicadas, 
assim como a forma como foram aplicadas. 
 
3.5.1. Etapas e procedimentos 
Esta investigação decorreu em três etapas distintas. Na primeira etapa, a 
investigadora começou por solicitar (à direção da escola (anexo 8)) autorização para a 
concretização do estudo e informou a turma de que, no âmbito de um Mestrado, que estava 
a realizar, tinha intenção de lhes proporcionar uma abordagem criativa do subtópico 
“Sistemas de Equações”, a ocorrer durante o 2.º período, da qual fariam parte um conjunto 
de tarefas, centradas no uso do GeoGebra. Informou, também, que iriam realizar um teste 
antes dos conteúdos serem abordados e que este assim como as tarefas a desenvolver 
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seriam parametrizados. Após uma breve explicação do significado da parametrização do 
teste e das tarefas, da linguagem de programação que envolvia essa parametrização, assim 
como do projeto MegUA, que estava por trás dessa parametrização, os alunos mostraram-
se muito curiosos e concordaram de imediato em participar. É de salientar que todos os 
elementos da turma, à exceção dos dois alunos que a integraram esse ano pela primeira 
vez, realizaram, no ano transato, algumas atividades usando o GeoGebra estando, desta 
forma, familiarizados com o programa. 
Como os alunos envolvidos eram menores de idade, a investigadora realizou um 
pedido de autorização aos encarregados de educação (anexo 9), para permitirem a análise 
dos materiais produzidos, dentro e/ou fora da sala de aula, pelos seus educandos, e 
transcrições de algumas das interações geradas entre alunos e de questionários e/ou 
entrevistas que lhes fossem realizadas, fora da sala de aula. Os encarregados de educação 
foram também informados que os dados recolhidos seriam usados exclusivamente para 
cumprir o objetivo da investigação, não sendo divulgados por qualquer meio os nomes dos 
alunos participantes, nem a identificação da escola, salvaguardando-se, assim, o seu 
anonimato. Este pedido de autorização foi entregue aos encarregados de educação pela 
própria investigadora aquando da reunião de entrega de avaliações do 1.º período. Em 
relação aos que não compareceram à reunião, foi enviado pelos alunos e devolvido por 
estes, devidamente preenchido e assinado pelo respetivo encarregado de educação. 
A conceção da sequência didática ocorreu ao longo da primeira etapa.  
De seguida, refere-se algumas das preocupações e cuidados tidos em conta para 
essa conceção. 
Após a pesquisa das principais dificuldades dos alunos no trabalho com sistemas de 
equações, já referidas no ponto 1.1. do capítulo introdutório, procurando-se operacionalizar 
as orientações para o ensino da Álgebra, preconizadas no PMEB, elaborou-se um conjunto 
de tarefas devidamente sequenciadas para uma abordagem criativa do subtópico sistemas 
de equações do 1.º grau com duas incógnitas, por forma a superar as dificuldades 
apontadas. 
Começou-se pela análise e interpretação do currículo, tendo em conta as 
características dos alunos, os recursos e condições existentes na escola. Analisou-se o 
subtópico matemático a lecionar, bem como os objetivos, gerais e específicos, de 
aprendizagem definidos no programa para o tema em questão. Definiu-se uma planificação 
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da prática letiva, num nível “macro” (Ponte, 2005, p.11) do subtópico didático –Sistemas 
de Equações. Segundo este autor, esta planificação pressupõe a definição do que se espera 
que o professor faça, fazendo uma previsão do tempo para a realização dessas atividades e 
uma planificação detalhada das tarefas a implementar e o que se espera que os alunos 
façam.  
Apesar do manual escolar assumir uma forte presença entre os recursos que o 
professor tem ao seu dispor e, ele próprio, definir um percurso de aprendizagem, não se 
adapta à abordagem que se pretendia aplicar. Desta forma, houve necessidade de 
estabelecer uma ordem diferente pelo qual os pontos seriam abordados e selecionar 
cuidadosamente as tarefas a propor, sem nunca perder de vista que estas, no seu conjunto, 
proporcionassem um percurso de aprendizagem coerente que permitisse aos alunos a 
construção dos conceitos fundamentais referentes ao tema em causa e a compreensão dos 
procedimentos matemáticos relacionados. Esta definição de um percurso alternativo é 
corroborada pelo PMEB (Ponte et al., 2007) . 
Assim, tendo em conta que “a interpretação da representação gráfica de um 
sistema de equações é fundamental para uma efetiva compreensão tanto da solução de 
sistema de equações como da natureza da respetiva solução” (Ponte, Branco & Matos, 
2009, p. 148) , e que “no desenvolvimento dos conceitos e procedimentos algébricos é 
importante que sejam proporcionadas aos alunos experiências informais antes da 
manipulação algébrica formal” (Ponte et al., 2007, p. 55),  pensou-se numa abordagem 
gráfica prévia a uma abordagem analítica, pouco explorada até aqui. 
Como “o computador é um bom recurso para apoiar os alunos no estabelecimento 
de relações entre a linguagem algébrica e os métodos gráficos, na realização de tarefas de 
exploração e investigação e na resolução de problemas” (id, p.56),  pensou-se em tarefas 
que envolvessem o uso do computador, nomeadamente um AGD – GeoGebra.  
Perante a diversificação de tarefas existentes, a escolha das adequadas a propor aos 
alunos, por forma a que a abordagem do tema fosse criativa, foi uma das exigências com 
que se foi confrontado. Teve-se a preocupação de “encontrar situações de aprendizagem 
de natureza exploratória que constituam bons pontos de partida para o estudo de novos 
assuntos, circunscrevendo desse modo a abordagem verbalista e expositiva tão ao gosto 
do ensino directo” (Ponte, 2005, p. 18). Pretendeu-se assim, que a abordagem tivesse um 
forte cunho exploratório. A característica principal do ensino-aprendizagem exploratório é 
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que “o professor não procura explicar tudo, mas deixa uma parte importante do trabalho 
de descoberta e de construção do conhecimento para os alunos realizarem” (Ponte, 2005, 
p.13). Opõe-se, de alguma forma, a um caráter essencialmente direto ou transmissivo por 
forma a não conduzir os alunos a uma mecanização de procedimentos sem qualquer 
compreensão do que estão a fazer, com que objetos estão a trabalhar, que questões se 
colocam relativamente a esses objetos e qual o fundamento das estratégias de resolução 
adotadas. 
Tendo em conta que o Currículo Nacional indica que “o aluno deve ter diferentes 
tipos de experiências matemáticas” (ME-DEB, 2001, p. 58), e, por outro lado, “a 
aprendizagem da matemática decorre do trabalho realizado pelo aluno e este é 
estruturado, em grande medida, pelas tarefas propostas pelo professor” (Ponte, et al., 
2007, p.8)  elaborou-se uma sequência de tarefas de natureza diversa, que se explicitam 
mais adiante, que englobam: 
(i) Interpretação, representação e resolução de um sistema de equações com 
recurso ao GeoGebra; 
(ii) Interpretação, representação e resolução de um sistema de equações sem 
recurso ao GeoGebra; 
(iii) Resolução de problemas envolvendo sistemas de equações”. 
Após a elaboração de todas as tarefas a aplicar e porque se queria que a abordagem 
ao subtópico fosse criativa, surgiu a ideia de, com base num projeto desenvolvido no 
Departamento de Matemática da Universidade de Aveiro, já referido anteriormente, 
proceder à parametrização dessas tarefas.  
No contexto dos sistemas de equações, a parametrização das tarefas envolveu uma 
análise complexa da escolha dos parâmetros. A escolha teve que ser criteriosa, atendendo a 
que certos conjuntos de parâmetros conduzem a sistemas de equações impossíveis, outros 
possíveis mas indeterminados e outros, ainda, a sistemas de equações possíveis e 
determinados. Todas estas situações foram contempladas, tendo sido criados modelos para 
cada uma das situações. Outro dos cuidados tidos na seleção dos parâmetros esteve 
relacionado com a equidade nas versões. Tentou-se garantir que, para cada conjunto de 
parâmetros, a resolução das questões fosse similar, no que se refere ao grau de dificuldade. 
Um exemplo concreto da linguagem de programação que está por trás da 
parametrização de uma questão encontra-se no anexo 10.  
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Criadas todas as versões, o documento foi compilado em TeX, transformado em 
PDF, para posterior consulta e impressão das versões pretendidas. Um exemplo concreto 
do documento final em PDF pode ser analisado o anexo 10. À exceção da tarefa 4, todas as 
tarefas foram parametrizadas e geradas várias versões de cada uma delas.  
Como todos os grupos tinham versões diferentes, achou-se que esta era uma forma 
de responsabilizar os alunos pela realização integral da tarefa e, por outro lado, estimular a 
sua autonomia. Deste modo, proporcionou-se aos alunos a realização de atividades de 
forma autónoma, responsável, crítica e criativa, que os conduzisse a um maior 
envolvimento na elaboração dos seus conhecimentos matemáticos e, de algum modo, 
conseguissem uma apropriação mais profunda desse conhecimento.  
Como existiam várias versões dentro da sala de aula, não era exequível fazer a 
correção de todas. Assim, optou-se por, no final de cada tarefa, fazer a apresentação de 
uma delas, discutir os resultados, elaborar uma síntese do trabalho desenvolvido e, para 
finalizar, entregar as propostas de resolução detalhadas correspondentes às versões de cada 
grupo. Desta forma, pretendia-se que os alunos analisassem as mesmas, em sala de aula e, 
posteriormente, em casa, verificassem se tinham resolvido corretamente as questões e, caso 
tivessem falhado, pudessem ter acesso a todos os passos para a resolução correta da 
questão. Deste modo, para além de ficarem com a correção detalhada de todas as questões, 
de todas as tarefas, pretendia-se, também, que os alunos melhorassem a forma como 
descrevem a sua compreensão matemática e os procedimentos matemáticos que utilizam, 
ou seja, desenvolvessem e aperfeiçoassem a comunicação matemática. 
Ainda na primeira etapa, a vinte e sete de fevereiro, para diagnosticar os 
conhecimentos prévios dos alunos acerca do subtópico a abordar e a destreza na utilização 
do software GeoGebra, aplicou-se um teste, na modalidade pré-teste. A parte prática, com 
recurso ao GeoGebra, foi realizada a pares, em 30 minutos, numa aula de 90 minutos, e a 
parte teórica do teste foi realizada individualmente, em 50 minutos. Elaborou-se apenas 
uma versão do teste, de ambas as partes, e todas as questões foram parametrizadas e 
geradas 50 versões, de ambas as partes, e respetivas correções. Após uma análise cuidada 
das propostas de resolução, foram selecionadas sete da parte teórica e seis da parte prática, 
que foram distribuídas pelos grupos, como mostra a tabela seguinte. 
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pré-teste 
parte teórica 
parte 
prática 
Duração 
Prevista 
50 min 30 min 
Tipo de 
recurso 
Papel e lápis GeoGebra 
 
Versão Alunos Grupos 
1 André, Daniel, Jacinta e Maria G1 – G7 – G13 
2 Bárbara, Fernando, Jorge e Matilde G2 – G8 
3 Bela, Gabriela, Gonçalo e Paulo G3 – G9 
4 Cláudia, Heloísa, João e Mário G4 – G10 
5 Carla, Hélder, Leonardo e Rui G5 – G11 
6 Dora, Isabel, Débora e Tomás G6 – G12 
7 Dina, Júlia e Filomena 
 
Tabela 2. Distribuição das versões do pré-teste pelos alunos/grupos 
 
Para a realização da parte prática do pré-teste, não foi necessário distribuir qualquer 
guião de utilização do programa GeoGebra, uma vez que todos os alunos, à exceção de 
dois, realizaram, no ano letivo anterior ao do estudo empírico, tarefas utilizando este 
programa. Assim, estavam garantidas as condições necessárias para poderem realizar a 
parte prática do teste. Quanto aos dois alunos que integraram essa turma, no ano em que 
ocorreu a investigação, tinham algumas competências, uma vez que durante o período 
anterior à investigação realizaram tarefas usando este software. Houve, no entanto, o 
cuidado de os emparelhar com outros alunos que dominassem o programa. Para a 
realização do teste, foi requisitada uma sala de informática com dez computadores ligados 
em rede e com algumas mesas livres, dispostas no centro da sala. Foram aplicadas em 
simultâneo as duas partes, ou seja, enquanto alguns grupos realizavam a parte teórica, 
outros realizavam, a pares, a parte prática, procedendo-se, após o términus do tempo, à 
troca necessária. 
Quando os alunos entraram na sala, já tinham um esquema, elaborado previamente 
no quadro, referindo a constituição dos grupos, onde se iriam sentar e se iriam realizar a 
parte teórica ou a parte prática, como mostra a figura 2.  
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Fig.2 Distribuição dos alunos/grupos na sala de aula do pré-teste 
 
Estavam previstos dez minutos para a entrada na sala de aula, observação do 
esquema elaborado no quadro, sentar no lugar proposto e distribuição do teste.  
 Ressalte-se que, aquando da realização da primeira parte, não houve qualquer 
problema de os alunos do mesmo grupo estarem sentados na mesma carteira uma vez que 
tinham versões diferentes, como mostra a tabela 2. 
Após aplicação do pré-teste foi disponibilizada a correção, como forma de os 
alunos consolidarem conhecimentos e poderem estudar, em casa, a proposta de resolução 
da sua versão. Saliente-se que a versão do pós-teste escolhida para cada aluno/grupo foi 
diferente da selecionada no pré-teste. 
Como este instrumento não foi testado previamente em qualquer turma, após a sua 
aplicação verificou-se que havia aspetos a melhorar. O facto de estarem a realizar 
simultaneamente ambas as partes do teste e estas terem durações diferentes, suscitou 
alguma confusão aquando da troca. Os alunos que estavam a realizar a parte prática, a 
pares, terminavam às 12h25min e tinham que sair dos computadores para realizarem a 
parte teórica nas mesas centrais, enquanto os que realizaram a parte teórica primeiro, só 
terminavam às 12h45min. O barulho provocado pela resolução de uma tarefa a pares, 
utilizando-se o computador, interfere com a capacidade de concentração dos alunos que 
realizam a parte individual. Observou-se também, que um bloco de 90 minutos seria 
insuficiente para a realização das duas partes principalmente na modalidade pós-teste, e 
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que era preferível todos os alunos estarem a realizar a mesma parte simultaneamente. 
Assim, no pós-teste, para perturbar os alunos o mínimo possível, já que não estavam 
habituados a fazer testes práticos, com computadores e a pares, foi alterada a duração e o 
modo de aplicação: 45 min, para a realização da parte prática e um bloco de 90 min para a 
realização da parte teórica, por todos os alunos em simultâneo. Desta forma, foi eliminado 
o barulho e a confusão provocados pela troca de lugares (saída dos computadores para as 
mesas centrais, para realizarem a parte teórica, e vice-versa) e alterada a duração.  
Na segunda etapa, que ocorreu entre os dias vinte e oito de fevereiro e quinze de 
março, foi implementado o subtópico “Sistemas de Equações”, no geral nas aulas de 
matemática, em blocos de 90 minutos. Algumas dessas aulas foram realizadas na sala de 
informática tendo todas as tarefas sido trabalhadas em grupo. Os grupos foram sempre os 
mesmos desde o início da investigação até o seu término. Foram propostas no total cinco 
tarefas. Organizam-se, no quadro seguinte, as tarefas propostas, datas e duração das 
mesmas.  
Tabela 3 - Calendarização das tarefas 
Para a realização de algumas tarefas, e apesar do planeamento prévio, existiu a 
necessidade de se fazer algumas adaptações em termos de tempo. Nas tarefas 0 e 3, foi 
necessário prolongar o trabalho dos alunos. Na tarefa 1 e tarefa 4, não foi possível fazer as 
sínteses no final da aula. A apresentação dos resultados encontrados, posterior discussão e 
registo das conclusões foram realizadas nas aulas seguintes. A realização da tarefa 0 estava 
prevista para uma aula de 90 min, no entanto, foram necessários mais 90 minutos. O tempo 
Data Tarefa Duração 
27_02_2012 
Tarefa 0 – Equações literais 
                   Equações do 1.º grau com duas incógnitas 
90 min 
01_03_2012 + 90 min 
05_03_2012 Tarefa1 – Sistemas de Equações - Representação 
Gráfica usando o GeoGebra 
90 min 
07_03_2012 Tarefa 2 – Explora utilizando o GeoGebra 90 min 
08_03_2012 
Tarefa 3 – Sistemas de Equações –  
                   Método de Substituição 
90 min 
12_03_2012 + 90 min 
14_03_2012 Tarefa 4 – Resolução de problemas 90 min 
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gasto a mais na realização desta tarefa esteve relacionado, essencialmente, com a 
adaptação dos alunos a este tipo de tarefa.  
Terem um papel mais ativo na sua aprendizagem, sendo o ritmo ditado por eles e o 
só poderem contar com o seu par, porque os outros colegas tinham versões diferentes e o 
professor apenas ajudava no caminho e não na tomada de decisões, contribuiu para o atraso 
registado. Na tarefa 3, a previsão de 90 minutos para abordar o método de substituição, 
trabalhada em grupo e de forma autónoma, revelou-se insuficiente. Foi necessário 
continuar a resolução da tarefa na aula seguinte.   
Em termos tecnológicos, aquando da utilização do GeoGebra na aplicação da parte 
prática do teste e das tarefas 1 e 2, não surgiram imprevistos, tudo correu como planeado.  
Como a implementação das tarefas coincidia com o término do 2.º período e a data 
de realização do pós-teste não podia ser alterada, os objetivos estipulados para a tarefa 4 
não foram totalmente alcançados por falta de tempo. Reconhece-se que os alunos deveriam 
ter tido pelo menos mais duas aulas. Uma para abordar a tarefa 4 com todos os objetivos 
propostos e outra para interiorizarem/consolidarem melhor o tema abordado. Todavia, não 
foi possível prolongar a implementação didática, uma vez que já tinha sido ultrapassado, o 
tempo previsto para o subtópico e, para além disso, já estava marcado a aplicação do pós-
teste, a aula de entrega e correção do mesmo e autoavaliação.  
Para todas as tarefas em causa delinearam-se quatro fases distintas: apresentação da 
tarefa, trabalho autónomo dos alunos, apresentação e discussão dos resultados e síntese 
final. Na primeira fase, foi feita uma breve apresentação oral da tarefa com o objetivo de 
apresentar a mesma e clarificar, sempre que necessário, alguns aspetos. Desta forma, 
pretendia-se que os alunos desenvolvessem um trabalho mais autónomo, com um menor 
apoio do professor, junto dos grupos de trabalho. Na fase seguinte, os grupos de trabalho 
realizaram trabalho autónomo, sendo chamados a explorar e descobrir, por eles próprios e 
em negociação com os colegas de grupo, apoiados pelo professor. O professor incentivou o 
uso da linguagem matemática para expressar ideias matemáticas com precisão através da 
comunicação escrita. Deste modo, os alunos puderam consolidar o seu pensamento uma 
vez que os obrigou a refletir sobre o seu trabalho e a clarificar as suas ideias acerca das 
noções desenvolvidas na aula com base nos objetivos perseguidos em cada tarefa. Ao 
trabalharem em pares, pretendia-se que os alunos interagissem entre si, que descobrisse 
novas relações e, dessa forma, desenvolvessem o raciocínio, a criatividade e o poder de 
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argumentação tornando-se mais confiantes nas suas ideias matemáticas que lhes permitisse 
enfrentar novos problemas. 
“É muitas vezes mais eficaz, em termos de aprendizagem, que eles 
descubram um método próprio para resolver uma questão do que 
esperar que eles aprendam o método do professor e sejam capazes de 
reconhecer, perante uma dada situação, como o aplicar” (Ponte, 
2005, p.9). 
No decorrer do trabalho, a investigadora observou o desempenho dos vários grupos 
nas resoluções apresentadas às várias questões, e registou os grupos que apresentaram 
resoluções padrão e os grupos com resoluções distintas para, posteriormente, na fase da 
discussão de resultados, chamar esses grupos à discussão. 
A seguir, os grupos de trabalho apresentaram os resultados das suas investigações. 
Para isso o professor criou um ambiente em que os alunos se sentissem livres para partilhar 
as suas ideias, apresentado os seus pontos de vista. Ao ouvirem as explicações uns dos 
outros, onde ideias matemáticas eram exploradas a partir de múltiplas perspetivas, os 
alunos estabeleceram conexões e desenvolveram a sua própria compreensão matemática. 
Na justificação dos seus raciocínios à turma e ao professor, enriqueceram o seu 
pensamento, refletiram sobre as suas aprendizagem e, desse modo, desenvolveram a 
compreensão de conceitos e procedimentos matemáticos importantes. Sempre que foi 
necessário o confronto de opiniões, o professor teve um papel de mediador, aproveitando 
para clarificar ideias e esclarecer possíveis dúvidas. Deste modo, “o trabalho do professor 
na aula é um trabalho eminentemente criativo” (Ponte, 2005, p. 23), uma vez que cabe ao 
professor, em função dos acontecimentos da aula, tirar partido das intervenções dos alunos, 
explorando as situações que vão surgindo, reformulando sempre que necessário os seus 
objetivos e estratégias. Outro dos papéis assumidos pelo professor, segundo Fonseca 
(2000, citado por Candeias A., 2005, p.27), foi o de:  
(i) incitador – o professor deve introduzir a tarefa de modo a 
envolver os alunos rapidamente na investigação; 
(ii) possibilitador – o professor deve ser um possibilitador e não um 
fornecedor pois o objectivo é que os alunos pensem 
matematicamente e não ocupá-los com o pensamento matemático 
dos outros e deve, também, fazer com que a investigação seja 
acessível a todos os alunos; 
(iii) facilitador – o professor deve criar uma atmosfera apropriada, 
dando liberdade aos alunos para “errar”, tempo para pensar ao 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
66 
seu ritmo e nível, oportunidade para discutir com os colegas e 
professor e ainda para partilhar ideias; 
(iv) ouvinte – o professor deve ouvir realmente os alunos e não ouvir 
apenas aquilo que quer; 
(v) questionador – o professor deve colocar questões que ajudem os 
alunos a pensar (“O que é que pensas?”, “Como chegaste lá?”), 
evitando dar-lhes resposta, e responder a uma questão com outra 
questão; 
(vi) avaliador positivo – o professor deve dar aos alunos um feed-
back positivo do seu trabalho em qualquer altura, valorizando as 
suas ideias, e o seu julgamento não se deve basear apenas nos 
relatórios, mas sim também no que vê e ouve; 
(vii) observador – o professor deve aproveitar este tipo de trabalho 
para tentar conhecer melhor os alunos, observando 
discretamente as discussões entre eles e vendo, por exemplo, se: 
“Conseguem trabalhar cooperativamente?”, “Há uma pessoa 
que lidera a discussão?”, “Ouvem-se uns aos outros?”, “Como 
tomam decisões?”, “Conseguem defender as suas ideias?”. 
Na terceira etapa, concluída a implementação didática, os alunos realizaram o 
mesmo teste, versões diferentes, agora na modalidade pós-teste, com a finalidade de se 
analisar a evolução operada. No pós-teste, houve o cuidado de escolher versões diferentes, 
para cada aluno/grupo de alunos, das dadas na versão pré-teste. As versões foram 
distribuídas por aluno/grupo de alunos como mostra a tabela seguinte. 
 
pós-teste 
parte teórica parte prática 
Duração Prevista 90 min 45 min 
Tipo de recurso Papel e lápis GeoGebra 
Versão Alunos Versão Grupos 
4 
André, Carla, Dina, Leonardo, 
Isabel, Gonçalo e Filomena   
1 
G2 – G8 
G12 
5 
Bárbara, Dora, Gabriela, Júlia, 
João, Maria e Mário 
2 G3 – G9 
7 
Bela, Heloísa, Jacinta, Leonardo, 
Matilde e Rui 
3 G4 – G10 
8 
Cláudia, Daniel, Hélder, Jorge, 
Débora, Paulo e Tomás 
4 G5 – G11 
 
5 G6 – G13 
7 G7 – G1 
Tabela 4. Distribuição das versões do pós-teste pelos alunos/grupos 
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As alterações efetuadas em termos de tempo e forma de aplicação, já explicadas 
anteriormente, surtiram os efeitos desejados. Foi aplicado em aulas distintas: a parte teórica 
foi realizada no dia dezanove de março numa aula de 90 minutos; a parte prática foi 
realizada no dia vinte e um de março numa sala de informática, em 45 minutos. Embora 
houvesse a intenção de aplicar a parte prática primeiro, tendo em conta o princípio da 
coerência, não foi possível, já que a sala de informática só estava disponível 
posteriormente à aplicação da parte teórica. 
A aplicação do pós-teste correu dentro da normalidade.  
 Nenhum aluno referiu o facto de o teste ser o mesmo. 
 
 
3.5.2. As tarefas 
As tarefas são adaptadas ou inspiradas em tarefas para o 3.º Ciclo criadas pelos 
professores das turmas piloto, do 8.º ano, referentes ao tema Funções e Equações (ME, 
2010); na brochura constituída por materiais de apoio ao trabalho dos professores no 
âmbito do PMEB (Ponte, Branco & Matos, 2009); no Manual escolar Xis, 8.º ano, 
Matemática, Volume 1, Texto Editores e no teste intermédio do 9.ºano de escolaridade de 
2010.   
Optou-se por introduzir uma tarefa prévia, tarefa 0 (anexo 3), onde foi introduzida a 
noção de equações literais e equações do 1.º grau com duas incógnitas. Para uma efetiva 
compreensão tanto da solução como da noção de sistemas de equações, foi proposta a 
tarefa 1 (anexo 4) que está relacionada com a interpretação da representação gráfica de um 
sistema de equações. A tarefa 2 (anexo 5), diz respeito à exploração gráfica de 
combinações lineares de equações, criadas pelos alunos, com o objetivo de os ajudar a 
compreender melhor as futuras manipulações simbólicas, aquando da resolução de 
sistemas, analiticamente. Na tarefa 3 (anexo 6), é explorado um dos diversos processos 
algébricos para resolver sistemas - o método de substituição. Com a última tarefa, tarefa 4 
(anexo 7), pretende-se que os alunos traduzam problemas de linguagem corrente para 
linguagem matemática, por meio de sistemas de equações. Pretende-se, também, que 
consolidem a sua aprendizagem relativa à resolução de sistemas de duas equações a duas 
incógnitas decorrente da resolução das tarefas anteriores. 
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Segundo Ponte (2005), as tarefas enquadram-se num contexto da realidade ou são 
tarefas formuladas em termos puramente matemáticos. Dentro desta perspetiva, as tarefas 
0, 1, 2 e 3 são tarefas puramente matemáticas e a tarefa 4 é uma tarefa que se apresenta 
num contexto da realidade. Segundo o mesmo autor, os alunos são capazes de se 
envolverem em tarefas de investigação, problemas ou exercícios com um cunho puramente 
matemático com tanto ou mais entusiasmo do que em tarefas que remetam para contextos 
reais. 
No final de cada tarefa, após os grupos de trabalho apresentarem os resultados das 
suas investigações, cada grupo entregou ao professor o enunciado com as respetivas 
respostas. Quando a tarefa envolvia a utilização do GeoGebra, cada grupo guardou os seus 
sketches numa pasta com a identificação do número da tarefa, criada para o efeito no 
servidor. Como os enunciados ficavam na posse do professor e como forma dos alunos 
confirmarem as suas respostas e consolidarem os conhecimentos adquiridos, foram 
fornecidas, no final de cada tarefa, as respetivas propostas de resolução correspondentes a 
cada grupo de trabalho. Como as tarefas foram parametrizadas, as conclusões retiradas em 
grande grupo eram sempre gerais. Assim, o acesso às propostas de resolução era 
imprescindível para os alunos, em casa, corrigirem ou confirmarem as suas respostas. 
Descreve-se, de seguida, os propósitos e objetivos específicos de cada tarefa assim 
como a forma como foram implementadas. 
 
3.5.2.1. Tarefa 0 – Equações literais 
                               Equações do 1.º grau com duas incógnitas 
Com esta tarefa, pretendia-se despertar a curiosidade e o entusiasmo dos alunos, 
fazendo apelo a conhecimentos prévios e intuições, como ponto de partida para o 
desenvolvimento do subtópico “Sistemas de Equações”. 
 Os alunos já tinham trabalhado, no estudo das funções, com equações do tipo 
      , que representam uma relação entre duas variáveis que é representada 
graficamente por uma reta num gráfico cartesiano. Assim, para dar início ao subtópico 
“Sistemas de Equações”, houve necessidade de introduzir a noção de equação literal e de 
equação do 1.º grau com duas incógnitas. Por esta razão, foi elaborada uma tarefa prévia e 
denominada de tarefa 0.   
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   Os objetivos perseguidos com esta tarefa eram os seguintes: (i) determinar pares 
ordenados que fossem solução de uma equação do 1.º grau a duas incógnitas; (ii) verificar 
que a solução de uma equação do 1.º grau a duas incógnitas é um par ordenado de números 
que, substituídos na equação, a transformam numa igualdade e (iii) compreender que as 
equações do 1.º grau a duas incógnitas têm, por norma, uma infinidade de soluções. 
A tarefa inicia com a definição de equação literal e explica, com dois exemplos 
simples, se um par ordenado é ou não solução de uma dada equação. De seguida, é pedido 
aos alunos que encontrem pares ordenados que sejam, e outros que não sejam, solução de 
duas equações literais dadas. Pretendia-se que os alunos verificassem que a solução de uma 
equação do 1.º grau com duas incógnitas é um par ordenado de números que, substituídos 
na equação, a transformam numa igualdade e que compreendam que, por norma, estas 
equações têm uma infinidade de soluções. Posteriormente, após a explicação do 
significado de “resolver uma equação literal em ordem a uma variável”, foi pedido aos 
alunos que o fizessem nas equações anteriores.  
A questão seguinte é de aplicação do explorado anteriormente mas utilizando uma 
equação mais complexa, envolvendo frações. Após resolver a equação dada em ordem a y, 
foi pedido aos alunos que a representassem num referencial cartesiano e apresentassem 
algumas soluções da mesma. Pretendia-se que os alunos entendessem uma reta como o 
conjunto de todas as soluções de uma dada equação.  
Na última questão desta tarefa, é dado um par ordenado e solicitou-se que os alunos 
escrevessem e representassem graficamente uma equação do 1.º grau com duas incógnitas 
que tivesse como solução esse par ordenado. 
A tarefa foi concebida para ser realizada em 90 minutos e a organização prevista 
era: 
- Trabalho a pares; 
-Duração da tarefa: 90 min 
o Apresentação da tarefa: 5 min 
o Trabalho autónomo dos alunos: 55 min 
o Apresentação e discussão dos resultados: 15 min 
o Síntese: 5 min 
o Distribuição/análise das propostas de resolução detalhadas da tarefa: 10 min 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
70 
As versões escolhidas foram distribuídas pelos grupos da forma como mostra a 
tabela seguinte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tabela 5 - Distribuição das versões e correções da tarefa 0 pelos grupos 
Dadas as dificuldades de compreensão manifestadas por grande parte dos alunos, a 
tarefa não se desenrolou de acordo com o previsto.  
Apesar de os alunos demorarem muito mais tempo na resolução do que o esperado, 
a investigadora deixou que os alunos continuassem o seu trabalho autónomo, sem 
pressionar o seu término. Assim, a planificação desta tarefa sofreu alterações em termos de 
duração. Foram necessárias duas aulas de 90 minutos para que fosse possível percorrer 
todas as fases previamente estipuladas e, desta forma, se atingisse as finalidades e os 
objetivos visados. 
No final da aplicação da tarefa, foi solicitada a opinião dos alunos, por escrito, 
sobre a aplicação da mesma e é de realçar que os próprios alunos manifestaram a 
importância de uma segunda aula para terminar autonomamente a tarefa, tirar conclusões e 
distribuir as respetivas propostas de resolução para que pudessem efetuar a correção de 
acordo com a discussão em grande grupo. 
 
3.5.2.2. Tarefa 1 – Sistemas de Equações: 
        Representação gráfica usando o GeoGebra 
Tendo em conta as orientações expressas no PEBM (Ponte et al., 2007), de que a 
interpretação da representação gráfica de um sistema de equações é fundamental para uma 
Tarefa 0 – Equações literais 
Equações do 1.º grau com duas incógnitas 
Duração Prevista: 90 min  
Tipo de recurso: Papel e lápis 
Versão Grupos 
Páginas 
(enunciados) 
Páginas 
(correção) 
1 G1 –G8 1e 2 1- 4 
2 G2 –G9 3 e 4 7-10 
3 G3 –G10 5 e 6 13-16 
4 G4 –G11 7 e 8  19-22 
5 G5 –G12 9 e 10 25-28 
6 G6 –G13 11 e 12 31-34 
7 G7 17 e 18 43-46 
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efetiva compreensão tanto da noção de sistemas de equações como da respetiva solução, 
esta tarefa prevê uma exploração gráfica anterior à exploração algébrica, o que não é 
comum.  
Os objetivos perseguidos com esta tarefa eram os seguintes: (i) encontrar várias 
soluções de equações do 1.º grau a duas incógnitas; (ii) representar graficamente, 
utilizando o GeoGebra, as retas correspondentes às equações dadas; (iii) entender uma reta 
como o conjunto de todas as soluções de uma dada equação; (iv) compreender o 
significado da conjunção de condições, noção de sistemas de equações e a sua 
interpretação geométrica; (v) interpretar graficamente as soluções de um sistema de 
equações; (vi) reconhecer, a partir de representações gráficas, sistemas possíveis 
(determinados e indeterminados) e impossíveis; (vii) representar informação, ideias e 
conceitos matemáticos de diversas formas; (viii) perceber a vantagem do uso do software 
de geometria dinâmica, GeoGebra, como forma de estudar, num curto espaço de tempo, e 
de forma rigorosa, uma grande diversidade de casos de sistemas; (ix) exprimir resultados, 
ideias e conceitos matemáticos, oralmente e por escrito utilizando a notação, simbologia e 
vocabulário próprios e (x) discutir resultados, processos e ideias matemáticas. 
O objetivo principal desta tarefa é que os alunos interpretassem e representassem 
graficamente sistemas de duas equações com duas incógnitas e dessem significado às suas 
soluções. Assim, a tarefa inicia com uma parte escrita, utilizando papel e lápis, onde é 
pedido que os alunos preenchessem duas tabelas com várias soluções de duas equações 
dadas. Considera-se importante que os alunos compreendessem a vantagem de construir 
tabelas, que permitem organizar e sistematizar a procura das soluções e que, dessa forma, 
percebessem que não é possível encontrar todas as soluções de uma equação só por 
tentativa.  
Com as questões seguintes, pretendia-se que os alunos representassem 
graficamente, usando o GeoGebra, vários sistemas de equações e que observassem que 
cada uma das equações de um sistema diz respeito a uma reta. No caso das duas retas não 
serem paralelas, existia um único ponto onde se encontravam. As coordenadas desse ponto 
satisfazem tanto uma como outra equação e, portanto, o par ordenado é solução do sistema. 
Pretendia-se, assim, que os alunos verificassem onde se situa o ponto de interseção, caso 
existisse, e determinassem as coordenadas desse ponto usando o programa. Esta tarefa tem 
ainda como objetivo implícito levar os alunos a interpretar a representação gráfica de um 
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sistema de equações para uma efetiva compreensão tanto da noção de sistema de equações, 
da natureza da respetiva solução assim como posterior classificação do sistema. 
A tarefa foi concebida para ser realizada num bloco de 90 min utilizando-se, numa 
primeira questão, papel e lápis e, nas restantes, o GeoGebra. Este AGD permite o estudo de 
uma grande variedade de casos de sistemas possíveis determinados, possíveis 
indeterminados e impossíveis, relacionando-os com a posição relativa das retas 
correspondentes. 
A organização prevista: 
- Trabalho a pares; 
-Duração da tarefa: 90 min 
o Apresentação da tarefa: 5 min 
o Trabalho autónomo dos alunos: 55 min 
o Apresentação e discussão dos resultados: 15 min 
o Síntese: 5 min 
o Distribuição/análise das propostas de resolução detalhadas da tarefa: 10 min 
As versões escolhidas foram distribuídas pelos grupos da forma como mostra a 
tabela seguinte. 
 
Tarefa 1 – Sistemas de Equações 
             Representação Gráfica usando o GeoGebra 
Duração Prevista: 90 min  
Tipo de recurso: papel e lápis + GeoGebra 
Versão Grupos 
Páginas 
(enunciados) 
Páginas 
(correção) 
1 G1 –G8 10-12 22-28 
2 G2 –G9 16-18 36-42 
3 G3 –G10 19-21 43-49 
4 G4 –G11 28-30 64-70 
5 G5 –G12 55-90 127-133 
6 G6 –G13 64-66 148-154 
7 G7 67-69 155-161 
 
Tabela 6 – Distribuição das versões e correções da tarefa 1 pelos grupos  
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3.5.2.3. Tarefa 2 – Explora utilizando o GeoGebra 
A tarefa 2 (anexo 5) foi concebida para ser realizada num bloco de 90 min, 
utilizando o GeoGebra. Esta tarefa não necessitou de ser parametrizada uma vez que é uma 
tarefa de exploração, sem qualquer parâmetro no seu enunciado.  
Esta tarefa de exploração, formulada num contexto matemático, persegue como 
objetivos: (i) observar que, variando os coeficientes dos termos com incógnita, alteram-se 
as equações e, consequentemente, as representações gráficas e as soluções; (ii) recorrer a 
vários tipos de representações (gráfica e algébrica) e estabelecer conexões entre elas para 
obter múltiplas perspetivas dos casos de sistemas possíveis (determinados e 
indeterminados) e impossíveis e (iii) exprimir resultados, processos e ideias, oralmente e 
por escrito, utilizando simbologia e vocabulários próprios. 
Pretendia-se que os alunos explorassem graficamente combinações lineares de 
equações, agora da sua escolha, com o intuito de os ajudar a compreender melhor as 
futuras manipulações simbólicas, aquando da resolução analítica de sistemas. Pretendia-se 
que a comparação das equações conduzisse os alunos a reconhecer estratégias simples que 
permitem gerar sistemas possíveis (determinados e indeterminados) e impossíveis. Por 
exemplo, multiplicando cada membro da equação original por uma constante, 
C1(ax+by)=C2c, com C1 diferente de C2, obtém-se uma nova equação incompatível com a 
primeira e consequentemente, o sistema obtido é impossível. Do mesmo modo, a escolha 
de uma segunda equação que se obtenha, a partir da primeira, multiplicando ambos os 
membros por um número real não nulo permite obter um sistema possível e indeterminado, 
cuja representação gráfica é uma reta coincidente com a reta correspondente à equação 
original.  
Na discussão geral, os grupos partilharam as diferentes equações que escreveram e 
a professora ajudou a construir um reportório de ferramentas intelectuais que lhes 
permitisse, numa situação futura, por observação do sistema escrito na forma canónica, 
identificar os vários casos de sistemas possíveis e impossíveis. 
 
3.5.2.4. Tarefa 3 - Sistemas de Equações: método de substituição 
Existem diversos processos algébricos para resolver sistemas de equações. O 
PMEB menciona que os alunos devem aprender a resolver sistemas de equações pelo 
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método de substituição. Este método “baseia-se numa das ideias mais poderosas da 
Álgebra – a possibilidade de substituir uma expressão algébrica por outra equivalente” 
(Ponte, Branco & Matos, 2009, p.150). Trata-se de uma ideia com a qual os alunos já 
contactaram nas tarefas anteriores e que aqui é reforçada. 
Os objetivos perseguidos com esta tarefa eram os seguintes: (i) resolver sistemas de 
equações pelo método de substituição; (ii) consolidar a noção de solução de um sistema; 
(iii) interpretar informação, ideias e conceitos representados de diversas formas, incluindo 
textos matemáticos; (iv) exprimir resultados, processos, e ideias matemáticos, oralmente e 
por escrito, utilizando a notação, simbologia e vocabulário próprios; (v) discutir resultados, 
processos e ideias matemáticos e (vi) selecionar e usar vários tipos de raciocínio. 
A tarefa inicia-se com alguns exemplos simples, por forma a que os alunos não 
mecanizassem os procedimentos, sem qualquer compreensão do que estão a fazer, da 
resolução de um sistema pelo método de substituição. Pretendia-se que entendessem 
melhor as manipulações simbólicas efetuadas, o processo de resolução de sistemas de 
equações e fossem capazes de os executar corretamente até obter a solução. Para isso, 
foram propostas questões simples que encaminham os alunos nos passos a seguir.  
Na primeira questão, uma das equações tem uma das variáveis com coeficiente 1 ou 
–1, consoante as versões, e a outra equação do sistema já tem uma variável isolada. É 
sugerido que o aluno faça a substituição da expressão encontrada, para a variável isolada, 
na outra equação. Após substituir, o aluno apenas tem que resolver uma simples equação 
do 1.º grau com uma incógnita e, deste modo, encontrar a solução do sistema. 
Progressivamente, foram apresentadas questões mais complexos, em que nenhuma 
variável tem coeficiente 1 ou –1, sem nunca deixar de encaminhar os alunos nos 
procedimentos a seguir. Na alínea 5.1., os alunos são alertados para avaliar que variável 
pode ser isolada com maior facilidade e que permite, mais eficazmente, chegar à solução 
do sistema. Na alínea 5.6., foi solicitado aos alunos que verificassem graficamente se a 
solução encontrada, na alínea anterior, está correta. Pretende-se que os alunos façam essa 
representação utilizando papel e lápis, uma vez que, nas tarefas anteriores, esse tipo de 
representação foi feita usando o GeoGebra. Considera-se importante que os alunos 
tivessem presente os cálculos que estão por trás da representação gráfica de um sistema de 
equações usando o GeoGebra e, por outro lado, reconhecessem a importância da utilização 
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deste software em termos de rapidez e eficiência sem negligenciar a utilização do papel e 
lápis.  
Na última questão desta tarefa, os alunos deveriam verificar se dois pares 
ordenados são, ou não, solução de um dado sistema. 
A tarefa foi concebida para ser realizada em 90 minutos, utilizando papel e lápis, e 
das versões geradas, foram escolhidas sete, distribuídas pelos grupos da forma como 
mostra a tabela seguinte. 
Tarefa 3 – Sistemas de Equações: 
                   método de substituição 
Duração Prevista: 90 min  
Tipo de recurso: papel e lápis  
Versão Grupos 
Páginas 
(enunciados) 
Páginas 
(correção) 
1 G1 –G8 1-3 1-7 
2 G2 –G9 10-12 25-32 
3 G3 –G10 13-15 33-40 
4 G4 –G11 31-33 81-88 
5 G5 –G12 40-42 105-112 
6 G6 –G13 46-48 121-128 
7 G7 70-72 185-192 
 
Tabela 7 – Distribuição das versões e correções da tarefa 3 pelos grupos  
 
 
3.5.2.5.Tarefa 4 – Resolução de problemas 
Com esta tarefa, pretendia-se que os alunos traduzissem problemas de linguagem 
corrente para linguagem matemática, por meio de sistemas de equações, e que adquirissem 
destreza na resolução de sistemas de equações pelo método de substituição. 
 Os objetivos perseguidos com esta tarefa eram os seguintes: (i) resolver problemas 
envolvendo sistemas de equações; (ii) traduzir problemas por meio de sistemas de duas 
equações do 1.º grau com duas incógnitas; (iii) identificar os dados, as condições e o 
objetivo do problema; (iv) conceber e pôr em prática estratégias de resolução de 
problemas, verificando a adequação dos resultados obtidos e dos processos utilizados; (v) 
averiguar da possibilidade de abordagens diversificadas para a resolução de um problema; 
(vi) traduzir relações de linguagem corrente para linguagem matemática; (v) exprimir 
resultados, processos e ideias matemáticos, oralmente e por escrito, utilizando a notação, 
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simbologia e vocabulário próprios e (vii) discutir resultados, processos e ideias 
matemáticos. 
 A tarefa foi concebida para ser realizada em 90 minutos, utilizando papel e lápis e 
não foi parametrizada. Como referido anteriormente, foi necessário agilizar a resolução da 
tarefa, uma vez que esta aula decorreu na penúltima semana de aulas, do segundo período, 
não sendo possível prolongar a aplicação da tarefa na aula seguinte. O processo utilizado 
na aplicação das tarefas, pelo qual o aluno constrói o seu próprio conhecimento, revelou-se 
muito mais moroso quando comparado com o ensino direto, no qual o professor expõe a 
matéria e o aluno ouve e executa. Deste modo, para ser possível discutir, com toda a turma, 
a resolução da tarefa como forma de promover o desenvolvimento da capacidade de 
resolução de problemas e da comunicação matemática, por parte dos alunos, a 
investigadora optou pela não parametrização da mesma. Desta forma, a correção foi 
efetuada, pelos alunos, no quadro, o que não seria possível se as tarefas de cada grupo 
tivessem parâmetros diferentes. A consolidação de conhecimentos foi efetuada na aula, e 
não em casa, como aconteceu na aplicação das tarefas anteriores, com a entrega das 
propostas detalhadas de resolução a serem analisadas em casa e, sempre que necessário, 
recorrer a um processo de resolução. 
Apesar de existir uma variedade de situações envolvendo duas quantidades 
desconhecidas que podem ser representadas e solucionadas usando sistemas de equações 
do 1.º grau, foram escolhidos apenas três problemas. O primeiro problema apresentado 
nesta tarefa foi selecionado por ser possível a sua resolução por diferentes modos, não 
necessariamente utilizando um sistema de equações. Achamos que seria interessante fazer 
a confrontação das várias estratégias usadas pelos alunos. Essa mesma discussão foi 
realizada aquando da sua correção, em grande grupo, equacionando-se vantagens e 
desvantagens da tradução simbólica de algumas situações problemáticas.  
Na resolução do segundo problema, já era esperado que os alunos apresentassem 
algumas dificuldades na tradução da situação dada em linguagem corrente para linguagem 
matemática, usando sistemas de equações, uma vez que dificuldades idênticas já existiam 
noutras traduções simbólicas, anteriormente abordadas. Após a tradução para linguagem 
matemática, a resolução do sistema envolvia uma equação em que num dos membros 
figurava um parêntesis. No entanto, não era de difícil resolução. 
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No terceiro problema, “inventado na India por Mahavira, há mais de mil anos“ 
(Ponte, Branco & Matos, 2009, p. 161) pretendia-se que os alunos começassem por 
identificar claramente quais as quantidades desconhecidas que pretendiam determinar. Em 
seguida, solicitava-se que escrevessem duas equações que traduzissem as indicações dadas. 
A sua resolução, pelo método de substituição, permitia determinar os preços de um limão e 
de uma maçã. Contudo, como poderá ser visto na posterior análise dos resultados, este 
processo envolve muito cálculos e a grande maioria dos alunos revelou dificuldades em 
alcançar a resposta ao problema. O enunciado sugere que se determine rapidamente o 
preço de um limão e de uma maçã, pelo que se pretendia que os alunos procurassem outra 
estratégia. Este objetivo não foi alcançado. Na aula seguinte, após a correção do problema 
no quadro, por um dos grupos selecionados, a investigadora explicou outro processo de 
resolução que torna possível uma resposta rápida à pergunta “ Diz-me rapidamente qual o 
preço de um limão e de uma maçã?”.  
 
 
3.6. Tratamento e apresentação dos dados 
Neste ponto, ir-se-á abordar a forma como os dados recolhidos ao longo deste 
estudo foram tratados e serão apresentados. Como já foi referido, os dados foram obtidos 
através de diversas técnicas e de diferentes instrumentos.  
Os trabalhos produzidos pelos alunos foram tratados segundo uma metodologia de 
análise de conteúdo, segundo categorias de análise que emergiram da questão de 
investigação, dos aspetos teóricos revistos na literatura sobre sistemas de equações e a 
utilização de AGD no ensino da matemática e da própria análise dos dados. 
As categorias definidas foram:  
 Interpretação gráfica de Sistemas de Equações; 
 Representação gráfica de Sistemas de Equações; 
 Resolução gráfica de Sistemas de Equações; 
 Interpretação algébrica de Sistemas de Equações; 
 Representação algébrica de Sistemas de Equações; 
 Resolução algébrica de Sistemas de Equações. 
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Relativamente às três primeiras pretende-se analisar se e como os alunos evoluíram 
nas capacidades de interpretar, representar e resolver graficamente sistemas de duas 
equações do 1º grau, por recurso ao GeoGebra e, posteriormente, com papel e lápis. 
Em relação às categorias seguintes pretende-se analisar se e como os alunos 
evoluíram nas capacidades de interpretar, representar e resolver algebricamente sistemas 
de duas equações do 1º grau, a partir do trabalho gráfico desenvolvido previamente por 
recurso ao GeoGebra. 
Para a apresentação dos dados optou-se por explorar a interpretação, representação 
e resolução de sistemas de equações com recurso ao GeoGebra e a interpretação, 
representação e resolução de sistemas de equações sem recurso ao GeoGebra. Assumiu-se 
um carácter descritivo e, sempre que possível, interpretativo. Todas as interpretações foram 
baseadas na análise de vários documentos, já que “A interpretação é a parte essencial de 
toda a investigação” (Stake, 2007, p. 24). Essa interpretação, decifrando certas 
observações do caso e pensando sobre elas o mais profundamente possível, é, segundo 
Stake (2007), extremamente subjetiva. “Cada investigador deve procurar as formas de 
análise que melhor funcionam para ele”(Stake, 2007, p. 92). As afirmações feitas foram 
evidenciadas com as respostas dadas pelos alunos através de digitalizações das produções 
dos mesmos “Muito frequentemente, os documentos servem como substitutos de registos 
de atividade que o investigador não poderia observar diretamente” (Stake, 2007, p. 85) e 
transcrições do Diário de Bordo. Essas transcrições são identificadas como 
DB_dia_mês_ano. 
Os dados recolhidos através do teste, nas duas modalidades, foram também 
quantificados. Para o seu tratamento e apresentação, foi utilizado o programa Excel, 
grelhas de registo de avaliação e tabelas para comparação dos resultados.  
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4. ANÁLISE DOS DADOS 
Este capítulo é dedicado à análise dos dados recolhidos durante o estudo, a partir 
das diversas fontes, no que respeita às dimensões que envolvem esta investigação. 
 Segundo Stake (2007), o investigador, após conseguir um número significativo de 
boas observações, deve identificar as melhores e pôr as restantes de lado, uma vez que é 
impossível fazer a cobertura total. É necessário manter o caso e o problema bem 
focalizados e, desta forma, a procura de significados - a análise - deverá deambular e 
regressar a estes enfoques repetidamente. 
Optou-se por um único caso, como já referido anteriormente, que se analisou em 
confronto com respostas padrão de outros grupos e adicionou-se, sempre que pertinente, 
exemplos distintos para ajudar a desenhar um quadro mais completo do estudo.  
Relativamente à apresentação dos dados, começa-se por caraterizar os alunos que 
fazem parte do caso e, de seguida, analisa-se o trabalho desenvolvido ao longo da 
implementação didática e observa-se para onde apontam os resultados obtidos no teste, nos 
dois momentos de avaliação, para cada uma das categorias definidas anteriormente.  
Por último, de modo a possibilitar uma visão global e comparativa dos resultados 
apresentados pelos elementos do G12 e restantes alunos da turma, apresenta-se os 
resultados obtidos nos dois momentos de avaliação, ou seja, antes e depois da abordagem 
didática, para cada uma das categorias. 
 
 
4.1 Principais características de Maria e Tomás (G12) 
 
O grupo doze era formado pela Maria e pelo Tomás.  
A Maria e o Tomás, aquando da implementação didática, tinham 13 anos, gostavam 
da escola, da disciplina de matemática e pretendiam prosseguir estudos. No ano letivo 
anterior ao desenvolvimento desta investigação, eram ambos alunos da professora. 
A Maria era uma aluna exemplar em termos académicos. No ano letivo 2010/2011, 
teve nível 5 a todas as disciplinas, à exceção de Educação Física, e obteve Satisfaz Bem, 
avaliação qualitativa máxima, nas Áreas Curriculares Não Disciplinares (ACND). Na sala 
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de aula, era uma aluna sempre atenta, interessada em aprender, organizada e que 
participava nas atividades desenvolvidas dentro e fora da sala de aula. Participava, 
oralmente e por escrito, com muita qualidade, tinha o caderno diário sempre em dia e um 
desempenho ao nível da matemática excecional. Era uma aluna extremamente educada e 
sempre pronta a ajudar os colegas. Estas características eram reconhecidas pelos restantes 
elementos do Conselho de Turma. É de referir que, quando a professora informou os 
alunos acerca do estudo, os olhos da Maria brilharam. 
O Tomás, ao longo do seu percurso escolar, nunca apresentou qualquer retenção e, 
no ano letivo anterior a esta investigação, obteve nível 3 às disciplinas de Português, Inglês 
e Francês, nível 4 às disciplinas de Matemática, História e Geografia e nível 5 a Teatro e 
Educação Moral Religiosa Católica. Nas ACND, obteve Satisfaz Bem em Estudo 
Acompanhado e Área de Projeto e Satisfaz em Formação Cívica. O Tomás era um aluno 
bastante diferente da Maria. O seu ritmo de trabalho não era constante e dependia muito do 
tipo de tarefas que estava a desempenhar. Algumas vezes, estava presente fisicamente, na 
aula, mas o seu pensamento deambulava por outros lados que não a sala de aula. No 
entanto, apresentava uma característica muito especial - adorava resolver problemas e 
enigmas. Por vezes, os colegas de turma estavam a resolver uma determinada tarefa e o 
Tomás estava entretido a resolver os desafios que apareciam nas margens do livro. Apesar 
desta característica, magnífico na resolução de problemas e desafios, o Tomás apresentava 
muitas dificuldades em descrever e explicar as estratégias e procedimentos matemáticos 
que utilizava e os resultados a que chegava. Era um aluno extremamente desorganizado - 
muitas vezes não trazia o material necessário à aula e o caderno diário era desastroso. Na 
maioria dos dias, não trazia caderno e, quando o fazia, só apontava o que achava 
expressamente necessário. Foi uma luta que a professora não conseguiu vencer. 
Como a Maria dissimularia o desempenho de qualquer outro colega, teria que fazer 
par com um colega que fosse exímio na resolução de problemas. Por outro lado, o Tomás 
teria que ficar com alguém que o ajudasse a comunicar os seus raciocínios. Por estas 
razões, a professora escolheu a Maria e o Tomás para formarem um grupo de trabalho. 
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4.2. Interpretação, representação e resolução de sistemas 
de equações por recurso ao GeoGebra 
Em relação à interpretação, representação e resolução de sistemas de equações por 
recurso ao GeoGebra, pretende-se analisar se e como os alunos evoluíram nas capacidades 
de interpretar, representar e resolver graficamente sistemas de duas equações do 1º grau – 
numa primeira fase por recurso ao GeoGebra e, posteriormente usando papel e lápis. 
Assim, no sentido de se analisar o impacto dessa abordagem criativa nos alunos 
Maria e Tomás, cruzam-se os dados resultantes da observação das aulas com a informação 
obtida através das produções dos alunos, dos registos efetuados no diário de bordo e do 
teste.  
 
4.2.1. Análise dos dados resultantes da implementação didática 
Recorde-se que a primeira tarefa usando o GeoGebra, tarefa 1- “Sistemas de 
Equações- Resolução gráfica usando o GeoGebra” (anexo 4), tinha como principal 
objetivo uma análise gráfica, prévia à análise algébrica, da resolução de sistemas de 
equações. Pretendia-se que os alunos interpretassem e representassem graficamente 
sistemas de duas equações com duas incógnitas e dessem significado às suas soluções, 
relacionando-as com a posição relativa das retas correspondentes. 
No ano letivo anterior, aquando do estudo dos Triângulos e Quadriláteros (ângulos 
internos e externos de um triângulo e suas propriedades) e, no 1.º período do ano letivo 
2011/2012, aquando do estudo das Isometrias (propriedades das translações e composição 
de translações), das Funções (proporcionalidade direta como função, função linear e 
função afim) e do Teorema de Pitágoras (altura de um triângulo retângulo referente à 
hipotenusa), os alunos já tinham trabalhado em tarefas de exploração ou de investigação, 
usando o GeoGebra. Deste modo, estavam habituados à sala de informática, assim como 
aos procedimentos a adotar para a realização desse tipo de tarefas que envolviam o uso 
deste software. Sabiam utilizar, em simultâneo, a zona algébrica e a zona gráfica, assim 
como os procedimentos necessários para guardar, no servidor, os sketches produzidos.  
Assim que os alunos entraram na sala, mostraram entusiasmo e, autonomamente, 
dirigiram-se para os computadores aguardando que a professora distribuísse a tarefa.  
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A Maria e o Tomás não foram exceção e, após a apresentação da mesma, 
começaram, de imediato, a trabalhar. Na primeira questão, os alunos tinham que completar 
duas tabelas com algumas soluções de duas equações do 1.º grau com duas incógnitas. A 
Maria e o Tomás executaram o seu preenchimento sem qualquer dificuldade (figura 3) uma 
vez que esta alínea era uma continuidade da tarefa 0, que será explorada posteriormente no 
contexto da interpretação, representação e resolução de sistemas de equações sem recurso 
ao GeoGebra.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 3 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 1 - alínea 1.1. 
É possível observar que estes alunos, no preenchimento da tabela, colocaram os 
valores atribuídos a x por ordem crescente e encontraram a solução comum às duas 
equações. Revelaram autoconfiança nos seus conhecimentos e capacidades matemáticas, 
para além de autonomia e desembaraço na sua aplicação. 
Após terem encontrado várias soluções para cada uma das equações, as restantes 
alíneas foram resolvidas utilizando o GeoGebra. Assim, o par representou as retas 
correspondentes a cada uma das equações fornecidas e respondeu às questões formuladas, 
como é visível na figura seguinte. 
 Na resposta à alínea 1.2. (a), a Maria e o Tomás fazem uma análise correta do 
gráfico uma vez que, para além de afirmarem que as retas se intersetam e indicarem o 
ponto de interseção, referiram-se ainda ao facto da função ser decrescente, identificando 
conexões entre ideias matemáticas. Na resposta apresentada à alínea 1.2.(b), revelam 
capacidade de comunicar em matemática, por escrito. 
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Fig. 4 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 1 - alínea 1.2. 
Prosseguindo na resolução da tarefa, o par completou corretamente a afirmação da 
alínea 1.3, como mostra a figura 5. 
 
 
 
Fig. 5 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 1 - alínea 1.3. 
Numa futura aplicação desta tarefa, será importante acrescentar uma alínea prévia à 
representação gráfica das equações. Primeiro, os alunos deverão representar as várias 
soluções encontradas para cada uma das equações, através dos pares ordenados 
encontrados, com o preenchimento da tabela, e só depois representar as retas. Deste modo, 
o aluno iria entender uma reta como o conjunto de todas as soluções de uma dada equação. 
Após a formalização da noção de sistema de duas equações, a tarefa prossegue e 
tinha como objetivo implícito levar os alunos a interpretar a representação gráfica de um 
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sistema de equações para uma efetiva compreensão tanto da noção de sistemas de equações 
como da respetiva solução e posterior classificação. 
Na questão 2, a Maria e o Tomás representaram, corretamente, outro sistema de 
equações escrito na forma de conjunção de duas equações. Calcularam o ponto de 
interseção das duas retas, indicaram as coordenadas desse ponto e, deste modo, 
responderam corretamente às questões formuladas, figura seguinte. O uso do GeoGebra, 
para a resolução desta questão, possibilitou o cálculo das coordenadas do ponto de 
interseção das duas retas, uma vez que as coordenadas desse ponto não são números 
inteiros. Saliente-se que a capacidade de cálculo desta ferramenta tecnológica alarga o tipo 
de problemas acessíveis aos alunos, permitindo-lhes executar procedimentos rotineiros de 
forma rápida e precisa, de modo a facilitar as suas aprendizagens. Deste modo, não foi 
necessário limitar o estudo da representação gráfica de sistemas de equações, apenas a 
situações simples. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 1 - alínea 2.1 
 
Na alínea seguinte, 2.2., a Maria e o Tomás não tiveram dificuldade em concluir 
sobre a inexistência de qualquer ponto comum às duas retas. Utilizaram as ferramentas do 
programa para confirmar que as retas não se intersetavam e, por isso, eram estritamente 
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paralelas, como é possível observar na zona algébrica, o ponto C não está definido (figura 
7).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 7 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 1 - alínea 2.2. 
Responderam corretamente às questões formuladas, apesar da incorreção na escrita 
do conjunto solução, como é possível constatar com a resposta apresentada na figura 
anterior.  
Note-se que, na resposta a esta alínea, os elementos do grupo G7, constituído pela 
Heloísa e pelo Fernando, apresentaram uma resposta diferente do resto da turma (figura 8).  
 
 
 
 
Fig. 8 Resolução do G7 da tarefa 1 - alínea 2.2. 
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Estabeleceram uma conexão entre o declive e a respetiva posição relativa das duas 
retas. A resposta dada a esta questão vem reforçar a convicção de que ideias matemáticas 
associadas e construídas a partir de outras ideias, permite aprofundar os conhecimentos já 
existentes e desenvolver novos conhecimentos e capacidades. 
Na alínea 2.3., foi usada uma chaveta para a representação do sistema. Apenas uma 
aluna questionou a professora sobre a forma de utilizar a chaveta no GeoGebra 
(DB_03_03_12). 
Bárbara: Professora, como é que eu coloco a chaveta no campo 
entrada? 
Professora: (Sorriu….) Bárbara……ora pensa um pouco!!! 
Alguns segundos depois….. 
Bárbara: Já sei Professora……(sorrisos)  
 
Ultrapassada esta situação, surgiu imediatamente outra questão. Como o sistema 
dado é possível e indeterminado, alguns alunos ficaram, inicialmente, surpreendidos com o 
facto de, ao introduzirem, no campo entrada, a expressão algébrica da segunda equação, 
ela não aparecer representada na zona gráfica. A questão foi rapidamente ultrapassada, 
após repetirem o processo e o resultado ser o mesmo. Perceberam que as equações são 
equivalentes e as representações gráficas das retas são coincidentes. 
É possível verificar, por esta e outras situações similares, que os alunos, ao 
utilizarem de forma adequada e eficaz esta ferramenta de ensino, executaram 
procedimentos de forma rápida e precisa. Deste modo, podemos concluir que a 
aprendizagem foi auxiliada pelo feedback que a tecnologia proporcionou, o que lhes 
permitiu ultrapassar as suas dificuldades, experimentar, sem medo de errar, aumentando, 
desta forma, o gosto e a autoconfiança na realização de tarefas utilizando o GeoGebra e o 
desembaraço na sua utilização.  
A resposta apresentada à alínea 2.3., pela Maria e o Tomás, mostra a capacidade 
dos elementos do grupo, principalmente da Maria (DB_03_03_12), em descreverem 
corretamente as conclusões a que chegaram, expressando as ideias matemáticas com 
precisão (figura seguinte).  
Nenhum outro grupo concluiu, por simples observação das equações do sistema, 
que as equações eram equivalentes e que, por essa razão, as retas seriam coincidentes e o 
sistema teria infinitas soluções. 
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Fig. 9 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 1 - alínea 2.3. 
Na última alínea da questão 2, através da conexão entre a classificação de equações 
do 1.º grau e do trabalho desenvolvido nas alíneas anteriores, a Maria e o Tomás inferiram 
a classificação dos sistemas. Esta classificação pode ser observada na resolução 
apresentada na figura seguinte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 10 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 1 - alínea 2.4. 
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Terminada a tarefa e criado um ambiente em que os alunos se sentissem à vontade 
para exprimir as suas ideias, ocorreu o momento de discussão em grande grupo que teve 
como ponto de partida os registos dos alunos. Tendo em conta que um aluno com um 
determinado ponto de vista pode beneficiar da perspetiva de outro colega, que poderá 
revelar outro aspeto do problema, a professora estimulou os alunos a partilharem as suas 
ideias e auxiliou na reflexão sobre as aprendizagens visadas. 
Verificou-se que a utilização do GeoGebra foi bastante apelativa para todos os 
grupos de trabalho, nomeadamente para aqueles que mostraram algum desinteresse por 
outro tipo de abordagens à matemática, que não as tecnológicas. A discussão foi 
enriquecedora, permitindo concluir que, no geral, ao envolver os alunos na construção 
ativa do conhecimento matemático os objetivos perseguidos com esta tarefa foram 
alcançados. Deste modo, os alunos perceberam que não era difícil, utilizando o GeoGebra, 
interpretar, representar e resolver graficamente sistemas de equações. No final da 
discussão, foram registadas, no caderno diário, as principais conclusões da tarefa 
(DB_03_03_12). 
Foram ainda distribuídas as propostas detalhadas de resolução da tarefa realizada 
por cada grupo. Para trabalho de casa, os alunos tiveram que analisar, 
pormenorizadamente, a correção e representar graficamente, no caderno diário usando 
papel e lápis, os gráficos da questão 2 apresentando os cálculos necessários para 
determinar as coordenadas dos pontos, indispensáveis à representação gráfica de cada 
equação. 
No final da aula, foi pedido aos alunos que manifestassem a sua opinião sobre a 
tarefa desenvolvida. Apresentam-se, de seguida, as opiniões muito favoráveis da Maria e 
da Gabriela que vão ao encontro da importância das ferramentas tecnológicas no ensino e 
na aprendizagem da matemática. 
 
 
 
 
 
 
Fig. 11 Opinião da Maria relativa à tarefa 1 
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 Fig. 12 Opinião da Gabriela relativa à tarefa 1 
Foi visível, no decorrer desta tarefa (DB_03_03_12), através dos comentários 
elaborados pelos alunos, que o programa constituiu um forte estímulo para que os alunos 
formulassem as suas próprias conjeturas e as testassem. Outro aspeto interessante foi o 
ambiente criado ao longo da realização da tarefa, assim como o entusiasmo revelado por 
grande parte dos alunos e o empenho em terminar a tarefa no tempo determinado. A 
professora tinha alertado os alunos para o tempo extra planificação que foi utilizado na 
aplicação da tarefa 0 e feito o pedido para que estivessem mais concentrados para, dessa 
forma, avançarem mais rapidamente. Deste modo, os objetivos que se perseguiam com esta 
tarefa foram atingidos e no tempo estipulado.  
Convém realçar que o desempenho revelado pela maioria dos grupos na resolução 
desta tarefa foi muito positivo. Todos os grupos, à exceção do G10, realizaram a tarefa na 
sua totalidade, representaram graficamente todos os sistemas e, uns melhor do que outros, 
chegaram às conclusões pretendidas. O grupo que não terminou a tarefa precisou de mais 
tempo para a execução dos procedimentos algébricos necessários para o preenchimento da 
tabela, usando papel e lápis, pondo em causa o término da tarefa. 
O ponto negativo registado está relacionado com o facto de alguns alunos 
continuarem a não ler a tarefa, avançando de imediato para a representação gráfica das 
equações sem se preocuparem com o que é solicitado. 
A segunda sessão utilizando o GeoGebra ocorreu logo na aula seguinte, para a 
resolução da tarefa 2 - “Explora usando o GeoGebra” (anexo 5).  
Dadas as dificuldades manifestadas, por alguns alunos, na realização do trabalho de 
casa, relacionado com a representação gráfica, usando papel e lápis, a investigadora optou 
por relembrar, no quadro, os passos a dar para a representação gráfica de uma equação do 
1.º grau com duas incógnitas. Esclarecidas as dúvidas, os alunos deslocaram-se para os 
computadores para iniciarem a tarefa 2. Nesta tarefa, os alunos tinham que explorar, 
graficamente, combinações lineares de equações, criadas por eles, por forma a constituírem 
sistemas de equações possíveis e determinados, possíveis e indeterminados e impossíveis. 
No geral, os alunos realizaram a tarefa sem grande dificuldade. 
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Nas primeiras questões, os alunos tinham que traçar uma reta qualquer e, utilizando 
a zona algébrica, escrever a equação da reta traçada. Na figura 13, apresenta-se a resposta 
do G12. 
 
 
Fig. 13 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 2 - questão 2 
 Posteriormente, tinham que traçar uma segunda reta para encontrar um sistema 
impossível. Os procedimentos para a construção das retas paralelas utilizados pela Maria e 
pelo Tomás foram bem executados (figura seguinte). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 14 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 2 – questão 3 
Os alunos traçaram a reta a, utilizando dois pontos A e B; marcaram, de seguida, 
um ponto C não pertencente à reta a e utilizaram a opção                           para traçarem a 
reta b, paralela a a (figura anterior). 
Nas alíneas 3.1. e 3.2, os alunos tinham de explicar como representariam a segunda 
reta para que o sistema fosse impossível e escrever as equaçoes do sistema obtido. Como é 
possível constatar, pela figura seguinte, a Maria e o Tomás interpretaram corretamente a 
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informação apresentada na figura 14 e traduziram essa informação para linguagem 
corrente, exprimindo os resultados e ideias matemáticas, por escrito.  
 
 
 
Fig. 15 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 2 - alíneas 3.1. e 3.2. 
Na alínea seguinte, 3.3., os alunos tinham que indicar quais as alterações que 
deviam ser efetuadas à segunda equação para encontrar um novo sistema, agora possível e 
indeterminado. Esta questão levantou algumas dúvidas aos alunos uma vez que sabiam que 
tinham que sobrepor a segunda reta à primeira mas não sabiam quais os procedimentos a 
tomar para encontrar a expressão algébrica dessa reta. Numa primeira fase, fizeram 
algumas perguntas, tentando que a professora lhes indicasse o caminho a seguir para 
chegar à expressão algébrica da segunda equação. No entanto, sem os desanimar, a 
professora sugeriu que tentassem perceber o que estava a acontecer e, de forma autónoma, 
ultrapassassem as dificuldades. 
Alguns grupos decidiram resolver a primeira equação em ordem a y. Vejamos a 
resposta apresentada pelos elementos do G1 (figura seguinte). 
Fig. 16 Resolução do G1 da tarefa 2 - alínea 3.3 
Outro grupo, G2, retirou uma conclusão quanto ao procedimento que o GeoGebra 
executa quando se coloca a expressão algébrica de uma equação não simplificada (figura 
seguinte). 
 
Fig. 17 Resolução do G2 da tarefa 2 - alínea 3.3 
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 Outros grupos multiplicaram ambos os membros da primeira equação por um valor 
constante diferente de zero, para obterem a segunda equação. Veja-se, na figura seguinte, a 
resolução do G8. 
 
Fig. 18 Resolução do G8 da tarefa 2 - alínea 3.3 
A Maria e o Tomás procederam a alteração da segunda reta, resolvendo a primeira 
em ordem a y, para encontrar um sistema possível e indeterminado. Não satisfeitos com a 
apresentação algébrica de um sistema em que ambas as equações fossem iguais, optaram 
por trabalhar algebricamente a primeira equação até obterem uma equação algébrica 
equivalente, mas com outros coeficientes para x e para y, como se ilustra na figura 
seguinte.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 19 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 2 - alíneas 3.3 
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Através da resposta apresentada, é possível verificar que a Maria e o Tomás 
mostram criatividade ao apresentarem: fluência, quando encontram mais do que uma 
solução para a questão; flexibilidade, ao pensarem de diferentes modos e utilizarem 
abordagens diferentes, uma vez que, apesar de terem chegado à resposta da questão 
utilizando o GeoGebra, resolvem trabalhar algebricamente, a solução, encontrando várias 
soluções e optando pela solução ótima; originalidade, pois foi o único grupo a trabalhar 
algebricamente a primeira equação e elaboração, demonstrada pela capacidade de 
descrever acrescentando uma variedade de detalhes a uma descoberta já produzida 
Na última questão da tarefa, questão 4, a Maria e o Tomás escreveram corretamente 
a expressão algébrica e representaram graficamente um sistema possível e determinado, 
como se mostra na figura seguinte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 20 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 2 – questão 4 
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A resposta dada a esta questão mostra que tarefas deste tipo, pensadas 
criativamente, contribuem para ver o desenvolvimento da criatividade nos alunos. De 
facto, os alunos representaram graficamente um sistema de equações possível e 
determinado e apresentaram as expressões algébricas das equações que o constituem. De 
seguida, fizeram uma abordagem diferente, utilizando uma outra forma de pensar, quando 
referiram “….expressão algébrica cujo a (seguindo a estrutura y = a x + b ), pelo menos, 
seja diferente…”. Os alunos estabeleceram uma conexão com o tópico funções afim, que 
aprenderam anteriormente, quando resolveram outra tarefa em que utilizaram o GeoGebra 
para estudar o efeito do parâmetro a na representação gráfica de funções definidas por 
y=ax +b. Deste modo, os alunos concluíram que, se o sistema é possível e determinado, 
então, para obter as equações algébricas das duas equações, tinham que garantir que, pelo 
menos, elas tivessem declives diferentes. Os alunos mostraram flexibilidade ao pensarem 
de diferentes modos e utilizarem abordagens diferentes, originalidade, ao relacionar 
sistemas de equações possíveis e determinados com o valor do declive das suas expressões 
algébricas e elaboração pela capacidade de descrever e acrescentar uma variedade de 
detalhes a uma descoberta já produzida. 
No geral, na resolução desta tarefa, a Maria e o Tomás demonstraram capacidade 
de representar, interpretar e analisar informação representada de várias formas, 
autoconfiança nos seus conhecimentos e capacidades matemáticas, e autonomia e 
desembaraço na sua utilização.  
Na discussão geral, os alunos da turma partilharam as diferentes equações que 
escreveram e retiraram-se algumas conclusões em termos da construção algébrica de 
sistemas de equações. A comparação das equações conduziu os alunos a reconhecer 
estratégias simples que permitem gerar os vários tipos de sistemas. Uma das conclusões 
retiradas pelos alunos está relacionada com os sistemas possíveis e indeterminados. Os 
alunos puderam verificar que, multiplicando ambos os membros de uma equação de um 
sistema por uma constante diferente de zero, obtém-se uma nova equação representada por 
uma reta coincidente com a reta correspondente à equação original. Outra das conclusões, 
em grande grupo, foi a resposta apresentada pela Maria e pelo Tomás, já analisada 
anteriormente, relativa às expressões algébricas dos sistemas possíveis e determinados. 
Como nenhum dos outros grupos chegou a uma conclusão quanto às expressões 
algébricas de um sistema impossível, a professora, utilizando o GeoGebra, mostrou aos 
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alunos que, multiplicando cada um dos membros de uma equação, escrita na forma          
ax + by = c, por constantes distintas, obtém-se uma equação incompatível com a inicial o 
que permite obter um sistema impossível.  
Em termos gerais, os alunos conseguiram resolver as questões propostas na tarefa 2. 
Porém, foi importante dar tempo aos grupos para esboçarem, sozinhos, as suas construções 
e chegarem às suas próprias conclusões. O facto de passarem mais tempo na construção 
das retas favoreceu a consolidação dos conceitos, num ambiente com uma forte 
componente de exploração e descoberta.  
Outro facto visível está relacionado com o desempenho geral dos alunos quando 
realizam tarefas usando o GeoGebra. Mostraram-se menos dependentes do aval da 
professora, sendo visível uma maior autonomia, patente nas respostas dadas às várias 
questões relativas à interpretação e representação gráfica de um sistema de equações, bem 
como na interpretação da natureza da solução de sistemas de equações.  
Um ponto negativo registado está relacionado com a dificuldade, manifestada por 
alguns grupos, em comunicar as suas ideias, nomeadamente no uso conveniente da 
linguagem corrente e matemática quando descrevem os procedimentos usados para a 
construção gráfica dos vários sistemas e quando comunicam resultados. 
Algumas das opiniões dadas pelos alunos sobre a tarefa 2 estão representadas na 
figura seguinte. 
 
Fig. 21 Opinião da Bela e da Maria sobre a tarefa 2. 
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 Todos os alunos gostaram da tarefa 1 e 2, uma vez que permitiu uma abordagem 
mais “divertida”, “simples e exata”, “muito prática” e “rápida” dos conteúdos implícitos 
nas tarefas. Alguns alunos referiram, também, que a utilização do GeoGebra faculta uma 
“rápida realização deste tipo de tarefas”, já que permite uma “poupança de tempo na 
representação gráfica”, possibilitando, deste modo, “investir mais tempo na obtenção de 
conclusões”. 
 
4.2.2. Análise dos dados resultantes do teste 
Ao analisar o trabalho desenvolvido pela Maria e pelo Tomás em torno das tarefas 
que envolviam a utilização do GeoGebra, no que respeita à interpretação, representação e 
resolução de sistemas de equações por recurso ao GeoGebra, verificou-se que as mesmas 
favoreceram a representação e interpretação gráfica dos “Sistemas de Equações“. 
Observe-se agora, para onde apontam os resultados obtidos no teste, relativos à 
interpretação, representação e resolução de sistemas de equações com recurso ao 
GeoGebra, nos dois momentos de avaliação.  
   pré-teste pós-teste 
Ganhos 
relativos 
Questão/ Item Cotação G12 G12 G12 
1 
1.1. 5 4 5 100% 
1.2. 5 4 5 100% 
2 
2.1. 5 3 5 100% 
2.2. 5 3 5 100% 
2.3. 5 3 5 100% 
Total 25 17 25  
Total (%) 68% 100% 100% 
 
Tabela 8 – Resultados do pré e pós-teste do G12 relativos à interpretação, representação 
              e resolução de sistemas de equações por recurso ao GeoGebra 
 
 Após apreciação da tabela, conclui-se que, relativamente à parte prática, em grupo, 
utilizando o GeoGebra, o resultado obtido pela Maria e pelo Tomás foi: 68 % no pré-teste 
e 100% no pós-teste, o que representa um ganho absoluto de 32%.  
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Importa também referir os ganhos relativos
5, ou seja, o “progresso na 
aprendizagem” que permitem comparar o nível do indivíduo em momentos diferentes 
(D‟Hainaut, 1992, p. 142). Assim, a Maria e o Tomás tiveram um ganho relativo de 100%. 
Para se perceber o desempenho da Maria e do Tomás na parte prática do teste (pré e 
pós), descreve-se, em seguida, as resoluções dadas pelos mesmos. Recorde-se que os 
alunos, para conseguirem terminar a parte prática do pré-teste, tiveram de ficar durante o 
intervalo na sala. No pré-teste, a Maria e o Tomás apresentaram apenas um sketch com as 
representações gráficas e respetivas respostas às questões formuladas (figura seguinte).  
 
 
Fig. 22 Resolução da Maria e do Tomás – parte prática (pré-teste) 
                                                     
 
5
 É o quociente entre o que o aluno aprendeu e o máximo que poderia ter aprendido. Os seus limites variam 
entre zero e cem e permitem comparações fáceis entre os resultados experimentais.      
   
   
  com S≥A, 
S= nota à prova posterior; A= nota à prova anterior; T= máximo comum às duas provas (D´Hainaut, 1992). 
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Na primeira questão, era pedido que, utilizando o método de resolução gráfica, 
resolvessem dois sistemas de equações e os classificassem. O par introduziu corretamente 
as equações, no campo entrada, e classificou corretamente os dois sistemas, apesar de 
apresentarem algumas falhas, em termos de comunicação matemática, no que refere à 
justificação dessa classificação (figura anterior). 
Na segunda questão, era fornecida uma expressão algébrica de uma equação, que os 
alunos representaram pela letra e e, nas duas primeiras alíneas, era pedido que, juntamente 
com essa equação, construíssem dois sistemas de duas equações: um possível e 
indeterminado e um impossível. O par construiu corretamente o sistema mas não 
apresentou as expressões algébricas. Na última alínea, 2.3, os alunos traçaram 
corretamente uma segunda equação que intersetava a primeira, no ponto A, solução do 
sistema. No entanto, mais uma vez, não apresentaram as expressões algébricas resultantes. 
Por este motivo, não lhes foi atribuída a cotação na sua totalidade. 
No pós-teste, na alínea 1.1., usando as várias ferramentas do GeoGebra, a Maria e o 
Tomás representaram corretamente o sistema de equações dado (figura seguinte).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 23 Resolução da Maria e do Tomás da alínea 1.1.– parte prática (pós-teste) 
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Utilizando as propriedades dos objetos, acrescentaram na zona gráfica a expressão 
algébrica de cada reta e verificaram que as retas não têm qualquer ponto em comum, como 
é possível averiguar pelo ponto A, não definido, que figura na zona algébrica. No papel, 
apresentam a classificação do sistema, como se constata na figura anterior. 
Posteriormente, a professora alertou os alunos para a forma correta de representar o 
conjunto vazio. 
Em relação à alínea 1.2, após a representação gráfica do sistema seguinte, os alunos 
apresentam mais uma evolução, em relação às propriedades dos objetos. Uma vez que as 
representações gráficas das duas equações são retas coincidentes, os alunos, para fazerem a 
distinção das mesmas, optaram por mudar, numa delas, o estilo de linha, utilizando, para 
isso, o tracejado (figura 24).  
 
 
 
Fig.24 Resolução da Maria e do Tomás da alínea 1.2.– parte prática (pós-teste) 
Apesar de terem calculado a interseção das duas retas e, na zona algébrica, 
aparecer o ponto A como não definido, os alunos classificaram corretamente o sistema. 
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Referiram que o sistema é possível e indeterminado e tem infinitas soluções, como é 
possível verificar pela resposta dada, em suporte de papel, representada na figura anterior. 
 As três alíneas da questão 2 foram resolvidas pela Maria e pelo Tomás no mesmo 
sketch. No entanto, apresentaram uma “legenda” sobre as cores utilizadas para cada alínea. 
Os alunos continuaram a utilizar tracejado numa das retas, quando esta coincidia com 
outra, calcularam a interseção das retas, mesmo quando elas não se intersetam, e colocaram 
as coordenadas do ponto de interseção necessário para a resposta à questão (figura 
seguinte). 
 
 
 
Fig. 25 Resolução da Maria e do Tomás da questão 2 – parte prática (pós-teste) 
Pelas respostas apresentadas em suporte papel, é possível verificar que os alunos 
não se limitaram a copiar as expressões algébricas que aparecem na zona algébrica. Nas 
três alíneas, optaram por escrever expressões algébricas equivalentes, que sofreram 
manipulação algébrica. Mais uma vez se verifica flexibilidade e originalidade nas 
respostas apresentadas. 
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No pós-teste, verifica-se uma clara evolução em vários aspetos. A Maria e o Tomás 
apresentaram um sketch para cada uma das alíneas, utilizaram mais propriedades dos 
objetos. Para além da cor e do estilo, já aplicados no pré-teste, usaram nomeadamente, 
exibir rótulo e alteraram para valor em vez de nome. Desta forma, em vez de figurar o 
nome da reta aparece a sua expressão algébrica. Outras das mudanças visíveis prende-se 
com o facto de utilizarem outras ferramentas, por exemplo, , que 
permite confirmar que as retas não se intersetam aparecendo, na zona algébrica,
.  
Saliente-se o facto de que todas as evoluções verificadas, em termos do 
melhoramento da apresentação gráfica, utilizando as várias opções da barra de ferramentas, 
são da autoria dos alunos, graças às suas pesquisas e sucessivas tentativas. 
Não se pode deixar de assinalar alguns comentários e situações registados pelos 
restantes alunos da turma, aquando da realização da parte prática do pré-teste. 
Apenas um grupo, G8, não se recordava onde introduzia as equações no GeoGebra 
(DB_27_02_12). 
Helder: Professora, onde é que introduzimos as equações? 
Professora: Experimenta o campo entrada. 
Helder: Mas, …. as duas equações ao mesmo tempo? 
Professora: Experimenta e vais ver que consegues responder à tua 
questão. 
Outra das questões mais comum foi (DB_27_02_12): 
Heloísa: Professora, não percebo - eu coloco esta equação”2x + 4y =6” e 
o programa escreve na janela algébrica” x + 2y = 3”. 
Outro aluno, 
Rui: Professora, veja isto! Eu coloco na caixa de entrada -x - 3y = -5 e na 
janela algébrica aparece x + 3y = 5. 
 
A atitude da professora foi sempre no sentido de colocar questões que ajudassem os 
alunos a pensar e de lhes dar oportunidade para discutir com os seus colegas, evitando dar-
lhes a resposta: 
Professora: Porque será que isso acontece? Ora pensa um bocadinho. 
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A aluna Heloísa, após a realização da parte teórica, quando realizava a parte prática, 
utilizando o GeoGebra, fez o seguinte comentário: 
Heloísa: Agora já percebi a matéria! 
Esta afirmação levanta uma questão. Será que a realização da parte prática, 
previamente por todos os alunos, ajudaria a perceber melhor o que é um sistema e, dessa 
forma, interpretar de alguma maneira o que lhes era pedido na parte teórica?  
Outro aspeto interessante está relacionado com a motivação que os alunos 
apresentaram quando realizaram a parte prática do pré-teste. Apesar de não conhecerem a 
noção de sistema de equações e do significado de resolver graficamente um sistema de 
equações, não desistiram, mostrando motivação e empenho para tentarem chegar a alguma 
conclusão. É de referir que, no período anterior à implementação didática, os alunos 
tinham resolvido uma tarefa, no contexto da representação gráfica de funções afim, 
utilizando o GeoGebra e, por isso, estavam familiarizados com alguns dos procedimentos a 
tomar. Por isso, tentaram visualizar graficamente as equações do sistema e responderam ao 
que lhes era pedido, dentro das limitações inerentes.  
 
 
4.2.3. Comparação dos resultados obtidos pelos alunos do G12 e 
pela turma 
De modo a possibilitar uma visão global e comparativa dos resultados apresentados 
pelos elementos do G12 e os restantes alunos da turma, apresenta-se, de seguida, a tabela 
com os resultados obtidos nos dois momentos de avaliação, ou seja, antes e depois da 
abordagem didática, no que concerne à representação, interpretação e resolução de 
sistemas de equações por recurso ao GeoGebra. 
Através da análise da tabela seguinte, é possível constatar que, no pré-teste, o 
desempenho da Maria e do Tomás, 68%, foi muito superior à média apresentada pelos 
restantes grupos da turma, 26%. É de referir que a média da turma no pós-teste foi de 90%, 
o que representa um ganho absoluto de 64% e relativo de 86%. 
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   pré-teste pós-teste Ganhos relativos 
Questão      
            Item 
Cotação 
Maria e 
Tomás 
Turma 
(média) 
Maria e 
Tomás 
Turma 
(média) 
Maria e 
Tomás 
Turma 
(média) 
1 
1.1. 5 4 2,9 5 4,5 100% 76% 
1.2. 5 4 3 5 4,4 100% 70% 
2 
2.1. 5 3 0,2 5 4,8 100% 96% 
2.2. 5 3 0,2 5 4,8 100% 96% 
2.3. 5 3 0,2 5 4 100% 79% 
Total 25 17 6,5 25 22,5   
Total (%) 68% 26% 100% 90% 100% 86% 
Tabela 9 – Resultados do pré e pós-teste do G12 e da turma relativos à interpretação, representação 
                 e resolução de sistemas de equações por recurso ao GeoGebra 
 
Apesar de os alunos não terem a noção de sistema, do método de resolução gráfica 
e classificação, todos os grupos responderam à primeira questão, ainda que de forma 
incorreta ou incompleta. Recorde-se que esta questão solicitava ao aluno a resolução de 
dois sistemas pelo método de resolução gráfica e posterior classificação. Todos os grupos 
representaram graficamente as equações do sistema da primeira questão. Na alínea 1.1., 
três grupos referiram que as retas eram paralelas e o G7 referiu que as equações tinham o 
mesmo k (referindo-se ao coeficiente do x), por isso eram paralelas, como se verifica na 
figura seguinte. No entanto, não classificam corretamente o sistema. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 26 Resolução do G7 da alínea 1.1 – parte prática (pré-teste) 
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Na alínea 1.2., alguns grupos referiram que as equações eram equivalentes, outros 
indicaram a posição relativa das retas encontradas, no entanto, não conseguiram classificar 
o sistema.  
Veja-se, na figura seguinte, a resposta apresentada pelos elementos do G1. 
 
Fig. 27 Resolução do G1 da alínea 1.2 – parte prática (pré-teste) 
Na questão 2, dada uma equação, pretendia-se que os alunos encontrassem uma 
segunda equação para formar um sistema. Foi possível constatar que, no pré-teste, nove de 
treze grupos, 69,2%, não responderam a essa questão. Uma das razões possíveis, para além 
do não conhecimento da noção de sistema, prendeu-se com o tempo insuficiente para a 
realização da parte prática do pré-teste. É de realçar, no entanto, que todos os grupos 
realizaram essa questão, questão 2, no segundo momento de avaliação. 
Fazendo um balanço do trabalho desenvolvido em relação à interpretação, 
representação e resolução dos sistemas de equações, pode concluir-se que o GeoGebra não 
só influenciou o modo como os objetivos que se perseguiam com as tarefas propostas 
foram adquiridos e aprendidos, como também afetou o que foi ensinado e o momento em 
que o tema foi abordado. Assim, por meio desta ferramenta tecnológica, não foi necessário 
limitar o estudo da Álgebra a situações simples, uma vez que permitiu aos alunos 
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compreender os conceitos algébricos e alguns dos princípios que regem a manipulação 
simbólica. Permitiu ainda que os alunos utilizassem as suas ideias sobre noções abordadas 
anteriormente, relacionadas com as funções afins, e as utilizassem para melhor 
compreender a interpretação, representação e resolução de sistemas de equações. Deste 
modo, a construção de novos conhecimentos matemáticos, através do uso do GeoGebra, 
permitiu aos alunos adquirir um modo diferente de pensar, formular e explorar conjeturas, 
baseadas em evidências e a utilizar algumas técnicas de raciocínio de modo a confirmar 
essas conjeturas, criando confiança perante situações desconhecidas. 
Assim, a aprendizagem dos alunos, auxiliada pelo feedback da tecnologia, 
proporcionou uma evolução nas capacidades de interpretar e representar e resolver 
graficamente sistemas de duas equações do 1º grau com recurso ao GeoGebra.  
 
 
4.3. Interpretação, representação e resolução de Sistemas 
de Equações sem recurso ao GeoGebra 
Em relação à interpretação, representação e resolução de sistemas de equações sem 
recurso ao GeoGebra, pretende-se analisar se e como os alunos evoluíram nas capacidades 
de interpretar, representar e resolver gráfica e/ou algebricamente sistemas de duas 
equações do 1º grau, a partir do trabalho gráfico desenvolvido previamente por recurso ao 
GeoGebra.  
De seguida, apresenta-se uma análise dos dados recolhidos ao longo da 
implementação didática, relativos à interpretação, representação e resolução de sistemas de 
equações e, posteriormente, faz-se uma abordagem ao desempenho da Maria e do Tomás 
no pré-teste e pós-teste. Termina-se com a comparação dos resultados obtidos pelos 
elementos do G12 e pela turma. 
 
4.3.1. Análise dos dados resultantes da implementação didática 
Recorde-se que a tarefa 0 “Equações literais. Equações do 1.º Grau com duas 
incógnitas” (anexo 3) é composta por duas questões, com seis e duas alíneas, 
respetivamente. A tarefa inicia com a definição de equação literal e explica, com dois 
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exemplos simples, se um par ordenado é ou não solução de uma dada equação. De seguida, 
é pedido aos alunos que encontrem pares ordenados que sejam, e outros que não sejam, 
solução de duas equações literais dadas.  
A Maria e o Tomás começaram por interpretar o enunciado das questões/alíneas e 
iniciaram a tarefa sem manifestar dificuldades.  
Na primeira questão, para determinar dois pares ordenados que fossem solução das 
equações dadas, seguiram a sugestão fornecida no enunciado da tarefa: atribuir um valor a 
uma das incógnitas e determinar o valor correspondente da outra incógnita (ver figura 
seguinte). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 28 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 1.1. 
Na resolução da questão 1.2., para encontrar dois pares ordenados que não fossem 
solução das equações dadas, os alunos deste grupo não fizeram qualquer cálculo. 
Impuseram o mesmo valor de y encontrado na alínea anterior e atribuíram a x um valor 
diferente. Assim, como é possível constatar na figura seguinte, o par mostrou facilidade em 
raciocinar indutivamente, a partir das soluções encontradas na alínea anterior. 
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Fig. 29 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 1.2. 
No entanto, há a destacar que os alunos deste grupo não observaram que as duas 
equações, 42042  yxeyx , eram equivalentes. Deste modo, era suficiente 
encontrar dois pares ordenados que fossem solução, e outros dois que não fossem solução, 
apenas para uma das equações. 
Responderam à questão 1.3. sem qualquer dificuldade, conforme se verifica na 
figura seguinte. 
 
Fig. 30 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 1.3 
Antes de avançar para a questão seguinte, importa deixar registado o modo de 
resolução da maioria dos alunos, uma vez que foi bastante diferente da apresentada pelo 
par Maria e Tomás. A maioria dos grupos demorou muito tempo a iniciar a atividade. 
Apesar de já terem trabalhado em grupo, o papel da professora foi muito menos 
interventivo, cabendo aos alunos um papel mais ativo e participativo. Por outro lado, os 
colegas das carteiras vizinhas também não podiam ajudar, uma vez que tinham versões 
diferentes. Alguns grupos tentaram mesmo resolver as questões sem ler o que lhes era 
sugerido e, como não conseguiam avançar, colocavam o dedo no ar para que a professora 
os auxiliasse. O diálogo que se segue repetiu-se várias vezes e com vários grupos 
(DB_29_02_12): 
Vários alunos: Professora, como é que eu encontro dois pares ordenados 
que sejam solução da equação? 
Bárbara: Mas,……. é por tentativas? 
Paulo: É ao calha? 
Professora: Já leram o enunciado da tarefa? 
alunos: Já. 
Professora: Então diz–me o que leste? 
A resposta dada por parte dos alunos foi a leitura, em voz alta, dos procedimentos: 
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aluno: “Para determinar algumas soluções da equação, basta atribuir 
um valor a uma das incógnitas e determinar o valor 
correspondente da outra incógnita.” 
Professora: Então, o que não percebeste? 
alunos:( Sorrisos) Agora já percebi. 
Mesmo assim, alguns grupos, para encontrarem pares ordenados que fossem 
solução da equação, atribuíram, por tentativas, valores a x e y, como se comprova na figura 
seguinte. 
 
Fig. 31 Resolução do G2 da tarefa 0 - alíneas 1.1. e 1.2 
Apenas um grupo, G5, percebeu que as duas equações dadas eram equivalentes, 
como se verifica na figura seguinte. 
 
Fig. 32 Resolução do G5 da tarefa 0 - alínea 1.1 
A maior parte das dúvidas colocadas inicialmente pelos alunos prendeu-se com a 
falta de leitura do enunciado da questão, que auxiliava a sua resolução. Por todas as razões 
apontadas, o início da atividade revelou-se bastante penoso e difícil de gerir por parte da 
professora. O tempo ia passando e os alunos não mostravam sinais de autonomia nem de 
algum avanço na resolução da tarefa.  
Capítulo 4 – Análise de dados 
109 
Para responder às alíneas 1.4. e 1.5., era necessário interpretar o significado de 
resolver uma equação em ordem a uma das variáveis – “resolver uma equação literal em 
ordem a uma das variáveis é expressar essa variável em função das restantes”. Esta foi 
uma questão particularmente difícil para a maioria dos alunos da turma, por não ser muito 
percetível. Alguns alunos associaram a palavra “resolver” a encontrar uma solução e, deste 
modo, começaram por atribuir um valor a y para, em seguida, resolver a equação em 
ordem a x.  
Outros alunos perguntaram à professora (DB_27_02_12): 
Vários alunos: O que significa expressar? Não percebo! 
A professora, depois de verificar que a dúvida era manifestada pela maioria dos 
grupos, impedindo o avanço autónomo na resolução da tarefa, resolveu utilizar outras 
palavras para explicar o significado de “expressar essa variável em função das restantes”: 
Professora: Expressar essa variável em função das restantes significa isolar 
essa variável no primeiro membro.  
Alunos: haaaa……já percebi. 
Numa futura aplicação desta tarefa, deverá ser apresentada outra definição, mais 
percetível aos alunos. 
Quando este diálogo ocorreu, já a Maria e o Tomás tinham interpretado a questão, 
de forma autónoma, e resolvido corretamente as alíneas 1.4. e 1.5., como se verifica na 
figura seguinte.  
  
 
 
 
 
 
Fig. 33 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alíneas 1.4. e 1.5. 
Como consolidação do trabalho efetuado nas alíneas anteriores, na alínea 1.6. 
solicita-se que completem uma afirmação. Pela análise da produção (figura seguinte), 
pode-se constatar que o par não sentiu dificuldades em preencher os espaços em branco da 
afirmação e, desta forma, adquiriu a noção de solução de equação do 1.º grau com duas 
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variáveis, como sendo um par ordenado e não um número, e que esta admite, por norma, 
uma infinidade de soluções. 
 
Fig. 34 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 1.6. 
Na resolução da questão 2, na alínea 1(a), apesar de a equação dada ser um pouco 
mais complexa, os alunos resolveram corretamente a equação em ordem a y, como mostra 
a figura seguinte. 
 
 
 
Fig. 35 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 2.1(a) 
Para a representação gráfica, encontraram dois pontos que são solução da equação, 
pelo mesmo método aplicado na questão 1.1, e traçaram corretamente o gráfico, como se 
ilustra na figura seguinte. 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
Fig. 36 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 2.1.(a) - Representação gráfica 
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Com base nas duas soluções encontradas na alínea 2.1(a), responderam 
corretamente às duas primeiras alíneas da questão 2.1(b). Por métodos algébricos, 
encontraram outra solução em que o valor da abcissa fosse não negativa, como se ilustra na 
figura seguinte. 
 
 
 
 
Fig. 37 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 2.1(b) 
Na última questão da tarefa, é pedido aos alunos que escrevam uma equação do 1.º 
grau com duas incógnitas que admita como solução o par ordenado (5,3) e que, 
posteriormente, representem graficamente a reta que essa equação traduz. O grupo não 
revelou qualquer dificuldade na resolução da mesma e não solicitou qualquer tipo de ajuda. 
Para a sua resolução, atribuíram valores a a, b e c que, substituídos na equação cybxa 
quando x toma o valor 5 e y o valor 3, a tornassem uma igualdade. Veja-se a figura 
seguinte. 
 
Fig. 38 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 2.2. 
A resolução apresentada mostra uma clara compreensão das ideias matemáticas 
trabalhadas nesta tarefa assim como a aptidão para analisar a relação entre duas variáveis e 
representá-la recorrendo ao uso de símbolos. 
Para a representação gráfica, um dos pontos utilizados foi a solução fornecida no 
enunciado da alínea e o outro foi encontrado pelo processo já utilizado anteriormente, 
como mostra a figura seguinte.  
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Fig. 39 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 0 - alínea 2.2. - Representação gráfica 
 
É visível, na resolução apresentada, que os alunos distinguem, claramente, solução 
de uma equação do 1.º grau com uma incógnita, sendo esta um número, da solução de uma 
equação do 1.º grau com duas incógnitas - um par ordenado.  
Ambos os alunos tiveram uma atitude muito positiva durante toda a tarefa, uma vez 
que dialogaram entre si, discutiram e ajudaram-se mutuamente. Como são bastante 
autónomos, a metodologia utilizada revelou-se, para este grupo, frutífera.  
É de referir que apenas seis grupos escreveram uma equação do 1.º grau com duas 
incógnitas que tivesse como solução um par ordenado fornecido. Apresenta-se, na figura 
seguinte, a resolução do G5. 
 
 
 
 
Fig. 40 Resolução do G5 da tarefa 0 - alínea 2.2. 
Quando se avançou para a discussão da tarefa, em grande grupo, três grupos ainda 
não tinha terminado, mas a discussão revelou-se fundamental para ajudar os alunos a 
explicar, com alguma clareza, o modo como pensaram, em particular, o significado dos 
registos escritos. Apresentam-se algumas das conclusões retiradas pelos alunos 
(DB_01_03_12): 
Matilde: Uma função afim é uma equação literal. 
Capítulo 4 – Análise de dados 
113 
Bárbara: Resolver em ordem a x é colocar o x no 1.º membro e os restantes 
termos no 2.º membro. 
Gonçalo: ….ou então, isolar essa incógnita. 
A discussão à volta destas conclusões veio fortalecer a noção de equação do 1.º 
grau com duas incógnitas e a natureza das suas soluções permitindo, ainda, estabelecer 
uma conexão com o subtópico funções afim. 
Após a apresentação e discussão dos resultados, foram entregues, a cada grupo de 
trabalho, as propostas detalhadas de resolução. O restante tempo da aula, cerca de 20 
minutos, serviu para os alunos analisarem as propostas de resolução e fazerem a correção, 
no caderno diário, das alíneas que não tinham conseguido realizar ou que estavam 
incorretas. Caso não compreendessem algum passo das resoluções, pediriam ajuda à 
professora. Foi possível observar que alguns alunos iam sublinhando algumas partes da 
proposta de resolução e corrigindo as questões no caderno diário. A professora informou 
que as correções deveriam ser colocadas no caderno diário ou num portefólio, para 
posterior consulta, e solicitou a opinião dos alunos, por escrito, sobre a tarefa 0. Algumas 
dessas opiniões encontram-se na figura seguinte. No geral, as mesmas foram muito 
abonatórias em favor das estratégias utilizadas. 
 
 
 
Fig. 41 Opiniões do João e do Daniel sobre a tarefa 0 
Na tarefa 3 - “Método de Substituição” (anexo 6), pretendia-se, como já se referiu, 
que os alunos manipulassem, progressivamente, as equações do sistema, para uma efetiva 
compreensão dos procedimentos algébricos necessários à sua resolução pelo método de 
substituição. E, desta forma, fossem capazes de executar, corretamente, os processos de 
resolução de um sistema de equações, até obter a solução. 
Na alínea 1.1, perguntava-se ao aluno se era capaz de dizer qual a solução do 
sistema dado, sem efetuar qualquer cálculo. O objetivo desta alínea não foi alcançado uma 
vez que, ao parametrizar a tarefa, não foi possível garantir a resposta imediata à questão. 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
114 
Todos os grupos responderam que não era possível, à exceção da Maria e do Tomás que 
apresentaram a resposta que aparece na figura seguinte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 42 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 3 - alínea 1.1 
As resoluções apresentadas pelo grupo relativas à alínea 1.2. e à questão 2 mostram 
que os alunos compreenderam os passos a seguir para a resolução de um sistema de 
equações, tendo encontrado corretamente o par ordenado que é solução do sistema, 
conforme se verifica nas figuras seguintes. 
 
Fig. 43 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 3 - alínea 1.2 
Capítulo 4 – Análise de dados 
115 
 
Fig. 44 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 3 – questão 2 
Na questão 3, é dado um sistema e os primeiros passos da sua resolução, usando um 
processo diferente de apresentação. É pedido aos alunos que expliquem essa resolução e a 
completem. O par interpretou o enunciado matemático e descreveu corretamente, usando a 
linguagem corrente, os procedimentos matemáticos utilizados para a resolução do sistema, 
como mostra a figura seguinte. 
 
Fig. 45 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 3 - alíneas 3.1. e 3.2 
No entanto, os alunos resolveram erradamente a alínea 3.2., como é possível 
verificar pela resolução apresentada na figura 45. Era esperado que, por observação do 
início da resolução do sistema da alínea 3.2, dessem continuidade a esse processo de 
resolução, usando o sinal de equivalência e a chaveta contendo as duas equações. No 
entanto, isso não se verificou. Os alunos continuaram a resolver, separadamente, ambas as 
equações do sistema, como realizado anteriormente. Na parte final da resolução da segunda 
equação, cometeram um erro tendo, desta forma, a restante resolução sido influenciada. 
Apesar dos raciocínios seguintes estarem corretos, a solução encontrada não é a solução do 
sistema.  
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Apresenta-se, de seguida, algumas respostas corretas, à questão 3, elaboradas por 
outros grupos da turma.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 46 Resolução do G2 da tarefa 3 - alíneas 3.1. e 3.2 
A Bárbara e a Cláudia, alunas do G2, resolveram o sistema e apresentaram uma 
justificação correta para os procedimentos apresentados, como se mostra na figura anterior. 
Através da resolução apresentada pelos elementos do G7, figura seguinte, é 
possível constatar que os alunos perceberam que resolver as equações separadamente, 
como realizado nas alíneas anteriores pelos elementos do G7, era o mesmo que a resolução 
apresentada pelo “Tiago”.  
 
 
Fig. 47 Resolução do G7 da tarefa 3 - alínea 3.1 
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Apresenta-se, na figura seguinte, a resolução do G11. Os alunos deste grupo 
perceberam que a estratégia usada pelo “André”, para a resolução do sistema, foi a mesma 
que eles tinham utilizado nas questões anteriores, mas com um “aspeto diferente”. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 48 Resolução do G11 da tarefa 3 - alíneas 3.1. e 3.2 
Na questão 4, na 2.ª equação figurava, apenas, uma incógnita, o que tornava a 
resolução do sistema mais simples. A Maria e o Tomás começaram por resolver essa 
equação e encontraram corretamente o valor de x. Substituíram corretamente o valor 
encontrado na 1.ª equação e iniciaram a sua resolução. Não terminaram a resolução e, 
dessa forma, não encontraram o valor de y, como se mostra na figura seguinte.  
 
Fig. 49 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 3 – questão 4 
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No geral, todos os grupos tentaram responder à questão 4, mas alguns não 
terminaram os procedimentos necessários para chegar à solução do sistema e outros 
cometeram pequenos erros, o que não lhes permitiu chegar à solução correta. Apenas os 
elementos do G5 apresentaram a resolução correta do sistema, como se evidencia na figura 
seguinte. 
 
 
 
 
 
Fig. 50 Resolução do G5 da tarefa 3 – questão 4 
Prosseguindo na análise da resolução da tarefa 3, nas várias alíneas da questão 5, 
encaminhavam-se os alunos nos procedimentos a seguir para a resolução do sistema. A 
Maria e o Tomás escolheram corretamente a equação por onde começar, de modo a 
facilitar os cálculos, e resolveram essa equação em ordem a uma das incógnitas (ver figura 
seguinte). No entanto, substituíram erradamente, na outra equação, essa incógnita pela 
expressão obtida. Os passos seguintes estão corretos. No entanto, a solução encontrada não 
é a solução do sistema. É de salientar que continuaram a resolver as equações 
separadamente e não utilizaram o processo referido na questão 3. 
 
 
 
 
Fig. 51 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 3 – questão 5 
Na última alínea desta questão, alínea 5.6., os alunos tinham que verificar, 
graficamente, que a solução encontrada era solução do sistema. A Maria e o Tomás 
começaram por encontrar, corretamente, uma solução para cada uma das equações, como 
se mostra na figura seguinte. De seguida, utilizaram erradamente a solução encontrada 
algebricamente e consideraram esse par ordenado a solução de ambas as equações. Desta 
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forma, o gráfico traçado não corresponde à representação gráfica do sistema, apesar da 
solução encontrada graficamente ser a mesma (figura seguinte).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 52 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 3 – alínea 5.6 
Realça-se a originalidade na escolha da escala utilizada para o eixo Oy, tendo em 
conta que uma das soluções encontrada para a segunda equação é o par ordenado (0 , - 
 
 
). 
No geral, tal como na questão 4, a maior parte dos outros grupos revelou distrações 
em termos de pequenas regras relacionadas com a resolução de equações e, por esse 
motivo, não chegou à solução correta da questão. 
Apresenta-se, na figura 53, uma resolução correta da questão 5, elaborada pelos 
elementos do G7. 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
120 
 
 
 
 
 
Fig. 53 Resolução do G7 da tarefa 3 – alíneas 5.1./5.5 
Os elementos do G7, assim como a maioria dos restantes grupos, não realizaram a 
alínea 5.6. 
Na última questão da tarefa 6, era pedido aos alunos que verificassem se dois pares 
ordenados eram, ou não, solução de um dado sistema. Como nada era dito no enunciado da 
questão, os alunos podiam optar por: (i) resolver o sistema e tirar conclusões quanto à sua 
solução; (ii) substituir as incógnitas de ambas as equações do sistema pelos valores 
correspondentes da ordenada e da abcissa dos pares ordenados e verificar se obtinham, ou 
não, uma igualdade. A Maria e o Tomás optaram pelo segundo processo (figura seguinte). 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 54 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 3 – questão 6 
Capítulo 4 – Análise de dados 
121 
Mostraram corretamente que o primeiro par ordenado não é solução do sistema e, 
nos cálculos apresentados para o segundo par, cometeram um pequeno erro de cálculo que 
levou os alunos a não responderem corretamente, como é visível pela resolução patente na 
figura anterior.  
No geral, os restantes alunos da turma revelaram distrações em termos de pequenas 
regras relacionadas com a resolução de equações e, por esse motivo, não chegaram à 
solução da questão. 
Após a síntese realizada no final da aula, onde foram abordados os passos para a 
resolução algébrica de um sistema de equações pelo método de substituição, foram 
entregues as respetivas propostas de resolução, a todos os grupos, para que estes pudessem 
confrontar as suas resoluções com as resoluções detalhadas e resultados fornecidos. 
A Maria e o Tomás aperceberam-se, de imediato, que a solução do sistema da 
alínea 5.5. era diferente da encontrada por eles. Após observarem a correção da mesma, 
perceberam que tinham errado um passo na resolução do sistema e, daí, a solução ser um 
par ordenado diferente. No entanto, a Maria questionou a professora (DB_12_03_12): 
Maria: Professora, mas as duas retas intersetam-se no ponto que 
encontrámos, quando resolvemos o sistema pelo método de 
substituição! 
A Maria é uma aluna extremamente perspicaz e após alguns segundos a olhar para a 
representação gráfica efetuada pelo seu grupo, disse ao seu colega: 
Maria: Claro Tomás, nós usámos a solução encontrada como sendo solução 
de ambas as equações e não o deveríamos ter feito. 
A professora aproveitou esta conclusão, tirada pela Maria, para alertar os restantes 
alunos da turma que, quando querem verificar se um par ordenado encontrado por métodos 
algébricos é solução de um sistema, devem calcular duas soluções para cada uma das 
equações, ou então, verificar se esse ponto encontrado por métodos algébricos é de facto 
solução de ambas as equações. A discussão à volta desta questão veio fortalecer a 
convicção de que a exploração dos erros dos alunos pode conduzir a momentos ricos na 
aprendizagem. A professora alertou, ainda, para a confusão que continua a existir entre 
preposição e proposição. 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
122 
Como balanço final do desempenho geral dos alunos da turma na aplicação desta 
tarefa e como já referido anteriormente, as tarefas que envolvem manipulação algébrica 
efetiva por parte dos alunos excedem, em termos de tempo, as previsões propostas na 
planificação.  
A tarefa 3 não foi exceção. No entanto, sendo esta a tarefa que a professora mais 
temia, em termos de autonomia dos alunos, ficou surpreendida com o desempenho dos 
mesmos. Apesar de apenas um grupo conseguir terminar a tarefa em 90 minutos, G12, a 
professora constatou mais autonomia por parte dos grupos de trabalho, mais envolvimento 
na construção dos conhecimentos matemáticos e uma apropriação mais profunda desses 
conhecimentos. Com exceção dos grupos G6, G10 e G13, constituídos por alunos que 
revelam mais dificuldades, foi necessário, da parte da professora, só dar pequenas pistas 
para, dessa forma, poderem avançar. 
Na figura seguinte, ficam registados alguns dos comentários elaborados pelos 
alunos no que concerne à aplicação desta tarefa. 
 
 
 
 
 
Fig. 55 Opinião do João, Bela, Júlia e Heloísa sobre a tarefa 3 
Todos os comentários apresentados acerca da tarefa 3 foram bastante abonatórios. 
Foi possível verificar que a maioria dos alunos demonstrou estar adaptado a uma 
aprendizagem da matemática baseada na compreensão, como forma de combater a 
memorização de factos ou procedimentos, sem qualquer compreensão. Deste modo, ao 
construírem ativamente novos conhecimentos a partir da experiência e de conhecimentos 
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prévios, a aprendizagem subsequente torna-se “mais fácil”. Verificou-se que o trabalho a 
pares foi bastante eficaz sendo o mesmo foi confirmado pelos alunos. 
Quando se avançou para a tarefa 4 “ Resolução de problemas” (anexo 7), no dia 
catorze de Março, estava-se na penúltima semana de aulas do segundo período. Nessa 
semana, os alunos tiveram vários testes pelo que manifestavam um nítido cansaço e poucos 
realizaram o trabalho de casa que previa a resolução de sistemas de equações pelo método 
de substituição. Como, para a resolução da tarefa 4, os alunos tinham de traduzir 
problemas de linguagem corrente para linguagem matemática e era necessário resolver 
sistemas para chegarem à solução dos problemas, considerou-se que ainda era possível pôr 
em prática a tarefa, sem no entanto desenvolver todos os objetivos previstos na sua 
planificação. 
O primeiro problema proposto não implicava a obrigatoriedade da utilização de um 
sistema de equações, no entanto, a Maria e o Tomás optaram por esse tipo de resolução, 
assim como os restantes grupos, à exceção do G10 (esta resolução será apresentada 
posteriormente aquando da síntese da aula). Após atribuírem o significado a cada uma das 
incógnitas, escreveram, corretamente, as equações que traduzem o problema. Resolveram o 
sistema, pelo método de substituição, e chegaram à solução do mesmo, como é possível 
verificar pela resolução apresentada na figura seguinte. 
 
Fig. 56 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 4 – problema1 
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É possível observar que a apresentação da resolução do sistema é feita de uma 
forma mais organizada, sem resolver separadamente as duas equações, bem diferente da 
usada na resolução da tarefa 3. Este facto tem a ver, possivelmente, com a análise das 
propostas de resolução detalhadas entregues aos alunos após a sua execução. 
No que diz respeito ao segundo problema, o par, contrariamente à maioria dos 
grupos, não mostrou dificuldades em escrever as equações que traduzem o problema. 
Ambos os alunos são expeditos na resolução de problemas e isso repercutiu-se, claramente, 
no empenho demonstrado na realização desta tarefa. Como é possível ver pela resposta 
apresentada na figura seguinte, os alunos utilizaram a linguagem matemática para 
expressar as ideias matemáticas com precisão e chegaram à solução correta do problema.  
 
Fig. 57 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 4 – problema 2 
Tendo em conta que a maioria dos alunos revelou algumas dificuldades na 
resolução de problemas dados por enunciados verbais que envolve a tradução das 
condições dadas por meio de equações e ainda não revelou destreza na resolução de 
sistemas por métodos algébricos, o último problema proposto não foi resolvido, na sua 
totalidade, pela maioria dos alunos.  
Como já referido anteriormente, não foi possível prolongar, por mais uma aula, a 
aplicação desta tarefa. No entanto, a Maria e o Tomás conseguiram traduzir o enunciado do 
mesmo para um sistema de duas equações e deram os primeiros passos na sua resolução, 
como é possível verificar pela resolução apresentada na figura seguinte. 
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Fig. 58 Resolução da Maria e do Tomás da tarefa 4 – problema3 
Analisando o trabalho realizado em torno da tarefa de resolução de problemas, 
verifica-se que os alunos deste grupo não apresentaram grandes dificuldades em traduzir 
enunciados de linguagem corrente para linguagem matemática, usando sistemas de 
equações; sabiam quais os passos a percorrer para a sua resolução, utilizando o método de 
substituição para a resolução do sistema; entenderam as manipulações simbólicas 
efetuadas; executaram essas manipulações corretamente até obterem a solução do sistema 
e, consequentemente, a solução do problema. 
Não foi possível fazer a discussão e apresentação dos resultados nessa aula.  
Como já referido anteriormente, quando descrevemos o estudo, esta tarefa não foi 
parametrizada. Assim, na aula seguinte à sua aplicação, considerou-se que seria 
interessante fazer a confrontação das várias estratégias usadas pelos alunos na resolução 
dos problemas, nomeadamente do problema 1. Essa mesma discussão foi realizada 
aquando da sua correção, em grande grupo, onde os alunos tiveram oportunidade de 
discutir as suas ideias, estratégias e soluções, equacionando-se vantagens e desvantagens 
da tradução simbólica de algumas situações problemáticas.  
Foram selecionados dois grupos, o G10 e o G4, para apresentar, no quadro, e 
explicar a estratégia que utilizaram nas resoluções do problema 1. O G10 resolveu o 
problema sem utilizar um sistema de duas equações (figura seguinte) e o segundo utilizou 
um sistema análogo ao apresentado pelo G12 (Maria e Tomás). 
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Fig. 59 Resolução do G10 da tarefa 4 – problema1 
Apenas o G4 conseguiu resolver, na totalidade e corretamente, o problema 3. Por 
esta razão, foi o grupo escolhido para apresentar a sua resolução (ver figura seguinte). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 60 Resolução do G4 da tarefa 4 – problema 3 
Após o grupo apresentar a sua resolução, a professora referiu que, dessa forma, não 
era possível responder à pergunta “Diz-me rapidamente qual o preço de um limão e de 
uma maçã”. Explicou, então, que os métodos que os alunos tinham ao seu dispor para a 
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resolução de sistemas de equações, com a resolução da tarefa 1- resolução gráfica e com a 
tarefa 3 – resolução pelo método de substituição, não eram os únicos métodos existentes. 
Referiu um outro método, método da adição ordenada, que permitia chegar à resposta da 
questão colocada, no problema 3, de uma forma rápida. Posteriormente, a professora 
explicou que esse método passa por adicionar as duas equações do sistema e, após a sua 
simplificação, chegar de forma rápida à questão colocada pelo problema. 
      
10197
10779


yx
yx
 
        132081616  yxyx  
Onde se conclui que o preço de um limão mais o preço de uma maçã é 13
6
. 
Para determinar o preço da maçã, poderiam seguir-se diferentes estratégias, usando 
as diversas relações que se podem estabelecer. Por exemplo, pode usar-se a equação, 
13 yx  
para determinar o preço de 7 limões e 7 maçãs, que é de 91 para obter a equação 
  5102101979110197  yyyyyx  
Assim, verifica-se que o preço de uma maçã é 5. 
Após a explicação, a Maria colocou o dedo no ar e disse: 
Maria: Então Sra. Professora, sendo assim, existe ainda uma outra forma de 
resolver esse problema. 
Professora: Então, Maria, diz lá qual é. 
Maria: Da mesma forma que adicionamos as duas equações do sistema, 
podemos também subtrair e formar um sistema ainda mais simples. 
Os colegas, que já estão habituados aos diálogos entre professora e Maria, muitas 
vezes além dos conteúdos daquele nível de ensino, começaram a ficar impacientes. Como 
estávamos no final da aula, a professora afirmou que a conclusão que a Maria tinha tirado 
estava correta e solicitou à aluna que lhe enviasse, por mail, essa resolução. Esta resolução 
será visualizada e analisada posteriormente. 
Para terminar e como os objetivos da tarefa não foram cumpridos na totalidade, a 
professora entregou as propostas de resolução detalhadas (anexo 7) e sugeriu aos alunos 
que fizessem a sua posterior análise, como forma de consolidar os conhecimentos 
adquiridos. Alertou, ainda, para recorrerem às restantes propostas de resolução que foram 
                                                     
 
6
 Não é feita qualquer referência às unidades uma vez que o problema original não as refere. 
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distribuídas ao longo da implementação didática, quando surgisse alguma dúvida sobre a 
forma de resolver uma dada questão. 
No dia vinte e nove de março de 2012, a Maria enviou um email à professora com 
uma correção alternativa ao problema três, figura seguinte. 
 
 
 
Fig. 61 Resolução da Maria enviada por email – problema 3 
Ao analisar a proposta de resolução do problema 3 apresentada pela Maria, é 
possível identificar, mais uma vez, níveis de criatividade. A Maria revela flexibilidade ao 
resolver o problema de diferentes modos, utilizando abordagens diferentes; originalidade 
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ao ser a única aluna que, após a explicação por parte da professora de um método diferente 
de resolução de sistemas, revelou uma capacidade imediata de compreensão do método e 
encontrou um outro sistema mais simples, através da manipulação das equações, que 
permite chegar à solução. Revelou ainda elaboração, na forma como descreveu os passos 
de resolução, acrescentando alguns detalhes à descoberta produzida, como é visível pela 
resolução apresentada na figura anterior. 
Pela resposta alternativa ao problema 3, descrito pela Maria, verifica-se que a aluna 
após analisar a estratégia e o pensamento matemático utilizado pela professora, em sala de 
aula, organizou e comunicou o seu pensamento matemático de forma clara e coerente, 
usando a linguagem matemática para expressar as suas ideias matemáticas com precisão. 
Ao escrever formas equivalentes de sistemas de equações, resolvendo-os com destreza, 
revelou compreensão sobre as propriedades algébricas que regem a manipulação dos 
símbolos nas equações e habilidade na execução dessas manipulações.  
 
 
4.3.2. Análise dos dados resultantes do teste 
Observe-se para onde apontam os resultados obtidos no teste, quanto à 
interpretação, representação e resolução de sistemas de equações sem recurso ao 
GeoGebra, nos dois momentos de avaliação.  
Relativamente à parte teórica do pré-teste, o resultado obtido por cada um dos 
alunos do grupo foi surpreendente. A Maria obteve 97% no pré-teste e 95% no pós-teste, o 
que representa uma perda absoluta de 2%. O Tomás obteve 35% e 75% no pré e pós teste, 
respetivamente, o que representa um ganho absoluto de 40%. É de referir que a média da 
turma, na parte teórica, do pré-teste foi de 9,1% e do pós-teste foi de 57,5% .  
Importa também referir os ganhos e perdas
7
 relativas, que permitem comparar o 
nível do indivíduo em momentos diferentes (D‟Hainaut, 1992). Assim, a Maria teve uma 
perda relativa de 3% e o Tomás um ganho relativo de 61,5% (tabela seguinte). 
                                                     
 
7
 Se a performance diminui entre a prova anterior e a posterior já não há ganho mas perda e a noção de ganho 
relativo perde o seu sentido. Então, é preciso calcular a perda relativa, ou seja, o quociente expresso em 
percentagem, entre o que o aluno esqueceu e o que poderia ter esquecido. Os seus limites variam entre -100 e 
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   pré-teste pós-teste Ganhos e Perdas 
Questão/ Item Cotação Maria Tomás Maria Tomás Maria Tomás 
1 5 5 0 5 5 0% 100% 
2 5 5 n.r. 5 2 0% 40% 
3
8
 12 12 4 11 6 -8,3% 25% 
4 
4.1. 4 4 n.r. 4 4 0% 100% 
4.2. 4 4 n.r. 4 4 0% 100% 
4.3. 4 4 n.r. 4 4 0% 100% 
 5 6 6 6 6 6 0% 0% 
6 
6.1. 4 4 2 4 4 0% 100% 
6.2. 10 8 n.r. 7 0 -12,5% 0% 
6.3. 4 4 n.r. 4 4 0% 100% 
7 5 5 2 5 5 0% 100% 
8 12 12 12 12 12 0% 0% 
Total 75 73 26 71 56     
Total (%) 97% 35% 95% 75% -3% 61,5% 
 
Tabela 10 – Resultados do pré e pós teste da Maria e do Tomás relativos à interpretação, 
representação e resolução de sistemas de equações sem recurso ao GeoGebra 
Saliente-se ainda que o Tomás não respondeu a 50% das questões no pré-teste, 
situação que não se verificou no pós-teste, uma vez que respondeu a todas as questões 
colocadas.  
Para se perceber o desempenho dos alunos do G12 na parte teórica do teste, 
descrevem-se, de seguida, as resoluções de cada questão.  
As respostas dos alunos serão analisadas separadamente, para melhor se perceber a 
evolução operada. 
 
4.3.2.1. Análise das resoluções da Maria  
Comece-se por referir que a Maria precisou de mais tempo para a realização da 
primeira parte do pré-teste do que estava previsto. O tempo foi ultrapassado em 10 minutos 
para além do planificado, no entanto, a professora achou que esse tempo a mais deveria ser 
dado, uma vez que a aluna estava a responder às questões colocadas e isso seria 
interessante para a investigação.  
                                                                                                                                                                
 
0 e permitem comparações fáceis entre os resultados experimentais.      
   
 
 com S < A, S= nota à prova 
posterior e A= nota à prova anterior (D´Hainaut, 1992). 
8
 Esta questão sofreu uma pequena alteração, relativamente ao pré-teste. 
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Na primeira questão, de escolha múltipla, era pedido que indicasse qual dos pares 
ordenados fornecidos é solução de uma equação do 1.º grau com duas incógnitas. A aluna 
respondeu corretamente, em ambas as modalidades dos testes, apresentando os cálculos 
necessários à justificação da sua resposta, como é possível verificar nas figuras seguintes. 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 62 Resolução da Maria da questão1 – parte teórica (pré-teste) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 63 Resolução da Maria da questão 1 – parte teórica (pós-teste) 
É de realçar a originalidade manifestada pela Maria, na resolução desta alínea no 
pós-teste. Ao atribuir a x o valor -6, eliminou automaticamente duas das soluções que 
tinham a mesma abcissa e, de seguida, atribuiu a y o valor 1, comum aos dois pares 
ordenados restantes. Desta forma, abreviou os cálculos a executar para responder à 
questão. 
Também resolveu corretamente a segunda questão, relacionada com a escrita de 
uma equação em ordem a uma das incógnita, no pré-teste e no pós-teste (figuras seguintes). 
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Fig. 64 Resolução da Maria da questão 2 – parte teórica (pré-teste) 
 
Fig. 65 Resolução da Maria da questão 2 – parte teórica (pós-teste) 
Como já foi referido anteriormente, a terceira questão da parte teórica do teste 
sofreu uma pequena alteração. No pré-teste, é solicitado a solução de um sistema, sem 
qualquer referência à forma de obter essa solução, graficamente ou algebricamente e, no 
pós-teste, é solicitado a resolução gráfica, uma vez que era possível avaliar a resolução 
algébrica, utilizando papel e lápis, em outras alíneas do teste. A Maria revelou 
flexibilidade, capacidade para pensar de modos diferentes, que está associada à mudança 
de ideias quando se resolve um problema para encontrar várias soluções ou para optar pela 
solução ótima, na resolução da questão 3. Resolveu corretamente a questão, por métodos 
algébricos, tendo chegado à solução do sistema, como é visível na resolução apresentada 
na figura 66.  
 
Fig. 66 Resolução da Maria da questão 3 – parte teórica (pré-teste) 
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No pós-teste, ao resolver graficamente o sistema, a aluna cometeu uma distração ao 
copiar o segundo membro da segunda equação, o que fez com que as coordenadas dos 
pontos encontrados não sejam solução da equação dada, mas sim solução da equação que a 
aluna escreveu (veja-se a figura 67). No entanto, como toda a restante resolução está 
correta, na avaliação da questão foi-lhe retirado apenas 1 ponto. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 67 Resolução da Maria da questão 3 – parte teórica (pós-teste) 
Na questão quatro, a aluna escreveu corretamente, em ambos os testes, os sistemas 
pedidos: possível (determinado e indeterminado) e impossível. No entanto, é muito mais 
criativa na sua resposta quando lhe é pedido para escrever um sistema de equações possível 
e indeterminado, alínea 4.3., como é visível na resolução apresentada na figura seguinte. 
 
 
 
 
 
 
Fig. 68 Resolução da Maria da questão 4 – parte teórica 
  pré-teste à esquerda e pós-teste à direita 
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No que diz respeito à questão 5, a Maria teve a cotação máxima nos dois momentos 
de avaliação, dado que conseguiu determinar o valor de m e n, de acordo com as instruções 
dadas, mostrando autoconfiança nos seus conhecimentos matemáticos e desembaraço na 
sua utilização, como é visível pela resolução apresentada nas figuras seguintes.  
 
 
 
 
 
Fig. 69 Resolução da Maria da questão 5 – parte teórica (pré-teste) 
 
 
Fig. 70 Resolução da Maria da questão 5 – parte teórica (pós-teste) 
A alínea 6.1., do pós-teste, não suscitou grandes dificuldades, uma vez que a maior 
parte dos alunos acertou. A Maria respondeu corretamente em ambos os testes. Saliente-se, 
no pós-teste, a forma da apresentação dos cálculos para a qual a aluna passou a utilizar a 
chaveta. 
 
 
 
Fig. 71 Resolução da Maria da alínea 6.1. – parte teórica (pré-teste) 
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Fig. 72 Resolução da Maria da alínea 6.1. – parte teórica (pós-teste) 
No pós-teste, os resultados da avaliação da alínea 6.2 foram, no geral, bastante 
baixos, uma vez que as equações do sistema eram um pouco mais complexas – alguns dos 
parâmetros eram números fracionários.  
O desempenho da Maria nesta alínea foi ao encontro dos resultados gerais da turma. 
Cometeu um pequeno erro de cálculo, em ambas as modalidades do teste, não tendo, deste 
modo, encontrado a solução correta do sistema. No pré-teste, fez a classificação correta do 
sistema e, no pós-teste, esqueceu-se de referir essa classificação, como é visível pelas 
resoluções apresentadas nas figuras seguintes. No pós-teste, iniciou corretamente os 
primeiros passos da resolução do sistema, denotando uma grande capacidade de 
manipulação de símbolos e apresentou corretamente passos com um elevado grau de 
dificuldade em termos de regras falhando, posteriormente, num pequeno passo.  
 
 
 
 
Fig. 73 Resolução da Maria da alínea 6.2. – parte teórica (pré-teste) 
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Fig. 74 Resolução da Maria da alínea 6.2. – parte teórica (pós-teste) 
A Maria mostrou, na resolução da alínea 6.3. capacidade de traduzir informação, 
apresentada em linguagem matemática, para linguagem corrente, através da formulação de 
problemas.  
Revelou, ainda, criatividade, ao manifestar flexibilidade, traduzida pela capacidade 
de, para o mesmo sistema de equações, formular dois problemas distintos, como é visível 
pelas respostas apresentadas nas figuras seguintes, ao pré e pós-teste, respetivamente. 
 
 
 
 
Fig. 75 Resolução da Maria da alínea 6.3. – parte teórica (pré-teste) 
 
Fig. 76 Resolução da Maria da alínea 6.3. – parte teórica (pós-teste) 
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Na questão 7, a aluna escreveu corretamente, em ambos os momentos de avaliação, 
um sistema que traduz o enunciado de um problema conforme se verifica nas resoluções 
apresentadas nas figuras seguintes. 
 
 
 
 
Fig. 77 Resolução da Maria da questão 7 – parte teórica (pré-teste) 
 
 
Fig. 78 Resolução da Maria da questão 7 – parte teórica (pós-teste) 
Na última questão do teste, questão 8, o aluno tinha que resolver um problema.  
A Maria resolveu corretamente a questão, tendo sido atribuído a cotação máxima 
nos dois momentos de avaliação. É possível verificar, perante as resoluções apresentadas, 
que a Maria é uma excelente aluna, perspicaz e consegue ultrapassar os obstáculos sozinha. 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 79 Resolução da Maria da questão 8 – parte teórica (pré-teste) 
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Fig. 80 Resolução da Maria da questão 8 – parte teórica (pós-teste) 
A partir das resoluções expostas, pode verificar-se que o facto de a Maria 
apresentar 97% no pré-teste e 95% no pós-teste, não significa que o desempenho da aluna 
tenha regredido. A diferença de 2 pontos percentuais relaciona-se com duas pequenas 
distrações cometidas pela Maria e não com incorretos procedimentos algébricos. 
 
4.3.2.2. Análise das resoluções do Tomás  
 Na primeira questão, de escolha múltipla, era pedido ao aluno que indicasse qual 
dos quatro pares ordenados fornecidos é solução de uma equação do 1.º grau com duas 
incógnitas. O aluno respondeu corretamente em ambos os momentos de avaliação, no 
entanto, não apresentou os cálculos no pré-teste (figura seguinte). 
 
Fig. 81 Resolução do Tomás da questão 1 – parte teórica (pré-teste) 
Como é possível observar na figura que se segue, o Tomás não respondeu à questão 
2 do pré-teste, dizendo que “ verifico que não tenho a capacidade de responder ainda a 
esta questão”.  
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Fig. 82 Resolução do Tomás da questão 2 – parte teórica (pré-teste) 
Por sua vez, no pós-teste, respondeu erradamente à questão formulada. Em vez de 
resolver a equação em ordem a p, atribuiu um valor a p e determinou o valor de r 
correspondente. Em seguida, atribuiu esse valor encontrado a r e chegou ao valor inicial 
atribuído a p (figura seguinte). 
 
Fig. 83 Resolução do Tomás da questão 2 – parte teórica (pós-teste) 
Na questão 3 do pré-teste, o aluno, por tentativas, tentou chegar à solução do 
sistema. Pela análise da resolução, é percetível que o aluno compreendeu que essa solução 
é um par ordenado que satisfaz as duas equações (ver figura seguinte). Para a sua 
resolução, tentou encontrar valores para x e y, na segunda equação, que substituídos, nessa 
equação, a tornem uma igualdade. Apesar do esforço visível, o par ordenado encontrado 
não é solução das duas equações.  
Fig. 84 Resolução do Tomás da questão 3 – parte teórica (pré-teste) 
Pela resolução apresentada, é possível verificar a dificuldade revelada pelo Tomás, 
como já foi referido na sua caracterização, em comunicar procedimentos e estratégias de 
resolução de problemas. 
No pós-teste, esta questão solicitava a resolução gráfica do sistema. O Tomás optou 
por aplicar o método de substituição para encontrar a solução do sistema e marcou essa 
solução num referencial cartesiano. A cotação atribuída foi parcial, uma vez que o aluno 
não apresentou a representação gráfica das retas correspondentes às duas equações do 
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sistema. O aluno, com esta estratégia, revelou flexibilidade. Como não sabia, ou não se 
recordava, como chegar à representação gráfica das equações, tentou resolver o problema 
por outra forma. Aplicou o método algébrico, encontrou a solução e representou 
graficamente essa solução.  
 
 
 
 
 
Fig. 85 Resolução do Tomás da questão 3 – parte teórica (pós-teste) 
Na figura seguinte, referente à questão 4 do pré-teste, evidencia-se que o aluno 
desconhecia, antes da intervenção didática, a classificação de sistemas de equações. A sua 
resposta aduz que este foi um assunto que não foi trabalhado nem abordado na disciplina 
de matemática e apresenta a mesma resposta dada à questão 2, visível na figura 82. 
Já no pós-teste, esta questão foi respondida corretamente, como é visível pela 
resolução apresentada na figura seguinte. 
 
 
 
Fig. 86 Resolução do Tomás da questão 4 – parte teórica (pós-teste) 
O aluno respondeu corretamente à questão 5, em ambos os momentos de avaliação 
(ver figuras seguintes). No entanto, não apresentou os cálculos no pré-teste. Apesar da 
resposta, no pós-teste, estar riscada, foi considerada certa e dada a cotação total. 
 
Fig. 87 Resolução do Tomás da questão 5 – parte teórica (pré-teste) 
 
Fig. 88 Resolução do Tomás da questão 5 – parte teórica (pós-teste) 
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Na alínea 6.1. do pré-teste, o aluno tinha que verificar se um dado par ordenado é 
solução de um sistema de equações. O Tomás respondeu, corretamente, que o par ordenado 
não é solução, no entanto, não apresenta cálculos. No pós-teste, apesar de apresentar a 
resolução, cometeu um erro de cálculo, como é possível verificar na figura seguinte.  
 
Fig. 89 Resolução do Tomás da alínea 6.1. – parte teórica (pós-teste) 
O aluno não respondeu às alíneas 6.2 e 6.3 do pré-teste, nas quais é solicitada a 
resolução algébrica de um sistema de equações e posterior classificação e a formulação de 
um problema que traduzisse o sistema dado. No pós–teste, o aluno não conseguiu resolver 
o sistema por métodos algébricos, no entanto, formulou o enunciado de um problema, 
como mostra a figura seguinte. 
 
Fig. 90 Resolução do Tomás da alínea 6.3. – parte teórica (pós-teste) 
Na questão 7, do pré-teste, o aluno não conseguiu escrever um sistema de equações 
que traduzisse o enunciado do problema dado, no entanto, encontrou o par ordenado que é 
solução do problema, (8,10), e tentou escrever uma equação com duas incógnitas, 
utilizando a solução encontrada, como mostra a figura 91. No pós-teste, escreveu, 
corretamente, um sistema que traduz o enunciado do problema e, sem ser pedido no 
enunciado, resolveu corretamente o sistema, por métodos algébricos, como mostra a figura 
92. Depreende-se que o aluno, apesar de não ter resolvido corretamente a alínea 6.2, sabe 
resolver sistemas pelo método de substituição. A possível causa poderá ter a ver com o 
facto de alguns dos termos das equações do sistema da alínea 6.2 terem coeficientes 
fracionários. 
 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
142 
 
Fig. 91 Resolução do Tomás da questão 7 – parte teórica (pré-teste) 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 92 Resolução do Tomás da questão 7 – parte teórica (pós-teste) 
Na última questão do teste, questão 8, o aluno tinha que resolver um problema. O 
Tomás, no pré-teste, chegou à solução do problema sem no entanto utilizar um sistema de 
duas equações (figura seguinte).  
 
 
Fig. 93 Resolução do Tomás da questão 8 – parte teórica (pré-teste) 
No pós-teste, já utilizou um sistema de equações para encontrar a solução do 
problema, contudo, não indicou o significado das incógnitas (figura 94). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 94 Resolução do Tomás da questão 8 – parte teórica (pós-teste) 
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Após a análise das resoluções apresentadas pelo Tomás no pré e pós-teste, infere-se 
que o aluno, após a implementação didática, ainda apresentou algumas dificuldades na 
resolução algébrica de sistemas de equações. O facto do seu desempenho, no pós-teste, 
estar bastante acima da média da turma e ser positivo, veio confirmar que o aluno 
melhorou os conhecimentos construídos relativamente à interpretação, representação e 
resolução de sistemas de equações sem recurso ao GeoGebra, embora continue a 
apresentar algumas dificuldades, nomeadamente na resolução gráfica de sistemas de 
equações usando papel e lápis, conforme se constata nas pontuações obtidas na tabela 10. 
Quando, no início da implementação didática, a professora formou o G12, esperava 
que o Tomás melhorasse o seu desempenho na comunicação matemática, nomeadamente 
no que concerne à explicação e justificação das suas ideias, procedimentos e raciocínios 
em termos das respostas às questões formuladas. Apesar de ser bom a resolver problemas 
tinha, como referido inicialmente, muita dificuldade em justificar as suas respostas. Após 
ter trabalhado durante toda a implementação didática com a Maria, exímia na comunicação 
matemática e nas explicações das resoluções realizadas, era esperado que o aluno revelasse 
melhorias mais significativas. 
No geral, a reação dos alunos durante a execução do pré-teste foi positiva apesar de 
não estarem habituados a realizar um teste que pretende diagnosticar os conhecimentos 
prévios dos alunos acerca de um subtópico ainda não abordado. Durante a realização do 
pré-teste, a professora alertou os alunos para a importância de escreverem tudo, quais as 
conclusões ou factos que iam surgindo. Apesar do apelo constante, foi visível pelos 
resultados que grande parte dos alunos tem muita dificuldade em comunicar, mesmo as 
dificuldades sentidas.  
Ainda na realização da parte teórica do pré-teste, surgiram algumas perguntas que 
se prendiam com o auxílio para a resolução das questões e muitos alunos afirmaram que 
não sabiam responder às questões. Grande parte das respostas ficou em branco. Apesar de 
não saberem o significado de um sistema de equações, alguns alunos estiveram 
empenhados em tentar resolver. É de destacar as alunas Bárbara, Cláudia, Dina, Heloísa, 
Débora, Filomena e Maria.  
A Cláudia, aluna de nível 4/5, durante a realização da primeira parte, manteve uma 
atitude empenhada e concentrada mas não percebia o que era pedido. Então, questionou a 
professora (DB_27_02_12): 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
144 
Cláudia: Não conta para avaliação, pois não? 
Professora: Não, Cláudia. Já tinha dito que não, mas deves, mesmo 
assim, tentar responder às questões, o melhor possível.  
 Outros alunos desistiram logo de realizar a parte teórica e quiseram avançar para a 
parte prática, no entanto, tiveram que esperar que os seus colegas de grupo terminassem e 
os computadores estivessem livres. 
 
4.3.3. Comparação dos resultados obtidos pelos alunos do G12 e 
pela turma 
De modo a possibilitar uma visão global e comparativa dos resultados apresentados 
pelos elementos do G12 e os restantes alunos da turma, apresenta-se, de seguida, a tabela 
com os resultados obtidos nos dois momentos de avaliação, ou seja, antes e depois da 
abordagem didática, no que concerne à interpretação, representação e resolução de 
sistemas de equações sem recurso ao GeoGebra. 
   pré-teste pós-teste Ganhos e Perdas relativos 
Questão 
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1 5 5 0 0,7 5 5 3,7 0% 100% 69,8% 
2 5 5 n.r. 0,3 5 2 1,2 0% 40% 19,1% 
3 12 12 4 1,1 11 6 6,2 -8,3% 25% 46,8% 
4 
4.1. 4 4 n.r. 0,1 4 4 3,4 0% 100% 84,6% 
4.2. 4 4 n.r. 0,6 4 4 3,4 0% 100% 82,4% 
4.3. 4 4 n.r. 0,1 4 4 2,7 0% 100% 66,7% 
 5 6 6 6 0,9 6 6 4,4 0% 0% 68,6% 
6 
6.1. 4 4 2 0,7 4 4 2,8 0% 100% 63,6% 
6.2. 10 8 n.r. 0,3 7 0 3,5 -13% 0% 33,0% 
6.3. 4 4 n.r. 0,2 4 4 1,7 0% 100% 39,5% 
7 5 5 2 0,4 5 5 3,2 0% 100% 60,9% 
8 12 12 12 1,4 12 12 7 0% 0% 52,8% 
Total 75 73 26 6,8 71 56 43,1     
Total (%) 97% 35% 9,1% 95% 75% 57,5% -3% 61,5% 53,4% 
 
Tabela 11 – Resultados do pré e pós-teste da Maria, do Tomás e da turma relativos à interpretação,  
                  representação e resolução de sistemas de equações sem recurso ao GeoGebra 
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Através da análise da tabela é possível constatar que, no pré-teste, o desempenho da 
Maria e do Tomás, 97% e 35%, respetivamente, foi muito superior à média apresentada 
pelos restantes grupos da turma, 9,1%.  
A Maria manteve o excelente desempenho, o Tomás apresenta um ganho absoluto 
de 40% e a turma um ganho absoluto de 48,4%. Os ganhos relativos apresentados pelo 
Tomás e pela turma também são significativos, 61,5% e 53,4%, respetivamente. 
Fazendo um balanço do trabalho desenvolvido em relação à interpretação, 
representação e resolução de sistemas de equações sem recurso ao GeoGebra, pode 
concluir-se, através da análise dos ganhos e perdas relativos, e da análise das médias 
aritméticas, que todos os alunos mantiveram ou evoluíram nas capacidades de interpretar e 
representar e resolver algebricamente sistemas de duas equações do 1º grau, a partir do 
trabalho gráfico desenvolvido previamente por recurso ao GeoGebra.  
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5. CONCLUSÕES FINAIS 
Apresenta-se, neste capítulo, as principais conclusões resultantes do estudo 
realizado. Abordam-se as limitações do estudo e, por último, algumas sugestões para 
investigações futuras. 
 
5.1 Conclusões e implicações do estudo 
Recorde-se que o principal objetivo do estudo foi avaliar o impacto de uma 
abordagem criativa centrada no uso prévio do GeoGebra e tirando-se partido do software 
Sage Mathematics, subjacente ao projeto MegUA, para a parametrização das tarefas 
matemáticas que se criaram, no desenvolvimento da capacidade de interpretar e representar 
graficamente os sistemas de duas equações do 1º grau e das repercussões de tal 
 apropriação numa mais sólida interpretação, representação e resolução algébrica dos 
“Sistemas de Equações”. ”. Secundariamente, pretendia-se verificar se essa abordagem 
criativa permite obter indícios do desenvolvimento da criatividade nos alunos. 
O estudo centrou-se no caso da Maria e do Tomás. Optou-se por apresentar e 
analisar os documentos produzidos por esses alunos e comparou-se com outros exemplos 
de outros pares para ajudar a desenhar um quadro mais completo da abordagem criativa do 
subtópico “Sistemas de Equações”. O estudo focou-se na interpretação, representação e 
resolução dos sistemas de equações por recurso ao GeoGebra e na interpretação, 
representação e resolução de sistemas de equações sem recurso ao GeoGebra como 
principais indicadores do impacto de uma abordagem criativa centrada numa exploração 
prévia do GeoGebra. Analisou-se as produções dos alunos, as suas ações e interações com 
o colega de grupo e com o professor, as notas e Diário de Bordo, do ponto de vista das 
dimensões referidas e a partir do referencial teórico. 
Este estudo permitiu concluir que é importante que os professores reconheçam que 
as decisões que tomam influenciam a disposição dos alunos em relação à matemática. 
Assim, os professores devem adequar as estratégias pedagógicas a utilizar em sala de aula 
através de abordagens criativas que criem um ensino da matemática estimulante para os 
alunos, permitindo, deste modo, uma aprendizagem da matemática por compreensão, o 
desenvolvimento da autonomia e ao mesmo tempo a criatividade dos alunos. A seleção 
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correta de tarefas, a utilização de ferramentas e técnicas didáticas baseadas em 
metodologias diversificadas e a utilização das tecnologias, nomeadamente o GeoGebra, 
podem despertar a curiosidade dos alunos e envolvê-los na construção ativa do 
conhecimento matemático. O uso efetivo do GeoGebra quer para a realização de tarefas 
por parte dos alunos quer para a exploração de modelos a integrar nas práticas de sala de 
aula deve ser uma constante por parte dos professores. Deste modo, o professor deve olhar 
para a tecnologia como essencial no ensino e na aprendizagem da matemática, 
influenciando a forma como a matemática é ensinada, melhorando, assim, a aprendizagem 
dos alunos. Para além do mais, as aulas são necessariamente diferentes, apelam à atenção e 
motivação dos alunos, promovem uma aprendizagem mais motivadora, criativa e com 
maior significado para os alunos. Caso existam recursos na escola, os professores devem 
fazer um esforço por os utilizar, pois o tempo gasto a nível logístico e na preparação dos 
materiais a serem utilizados em sala de aula é largamente compensado a nível didático e 
evidenciado pelo feedback dos alunos. 
Deste modo, é necessário que os professores invistam no desenvolvimento 
profissional contínuo e sustentado, de forma a proporcionar aos alunos uma educação 
matemática estimulante e de qualidade.  
De seguida, aborda-se, separadamente, os aspetos relativos às categorias de análise, 
aglutinadas em interpretação, representação e resolução gráfica de sistemas de equações e 
interpretação, representação e resolução algébrica de sistemas de equações. 
 
5.1.1 Interpretação, representação e resolução gráfica de Sistemas 
de Equações  
Antes da intervenção didática, na realização da parte prática do pré-teste, o 
desempenho de Maria e Tomás permitiu verificar que os alunos revelaram destreza na 
utilização do GeoGebra. Esta destreza relaciona-se com o facto de os alunos terem 
realizado, em momentos anteriores ao estudo, tarefas relacionadas com o estudo das 
relações lineares, da noção de declive, entre outros conteúdos do sétimo ano de 
escolaridade, utilizando este software. O par conseguiu estabelecer relações entre a 
linguagem algébrica e o método gráfico, ao representar e classificar, corretamente, os 
sistemas de equações por recurso ao GeoGebra. Revelaram, no entanto, dificuldades em 
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verbalizar a classificação dos mesmos, cometendo algumas falhas em termos de 
comunicação matemática, no que se refere à justificação dessa classificação. 
Durante a intervenção didática, na realização de duas tarefas utilizando o 
GeoGebra, a Maria e o Tomás ultrapassaram as suas dificuldades, experimentaram, sem 
medo de errar, aumentando, desta forma, o gosto e autoconfiança neste tipo de tarefas.  
Com a realização da tarefa 1, utilizando o GeoGebra, a Maria e o Tomás 
interpretaram a representação gráfica de um sistema de equações e reconheceram, a partir 
dessas representações gráficas, sistemas possíveis (determinados e indeterminados) e 
impossíveis. Efetuaram, deste modo, uma efetiva compreensão, tanto da noção de sistema 
de equações como da respetiva solução e posterior classificação. Assim, pode-se afirmar 
que o GeoGebra constituiu um forte estímulo para que os alunos formulassem as suas 
próprias conjeturas, as testassem e as justificassem e, assim, realizassem uma 
aprendizagem dos objetivos perseguidos com esta tarefa baseada na compreensão.  
Outro aspeto interessante prende-se com a opinião da Maria sobre a realização de 
tarefas utilizando o GeoGebra. Para esta aluna, “ A utilização do programa GeoGebra é 
muito prática para a rápida realização deste tipo de tarefas, permitindo que se invista 
mais tempo na obtenção de conclusões e conteúdos com a poupança de tempo na 
representação gráfica”. Esta opinião é corroborada por Berger (2011) quando refere que, 
ao deixar o trabalho de cálculos para o computador, liberta o aluno para se concentrar nos 
aspetos concetuais da tarefa. Assim, tarefas matemáticas que exigem “pensamento 
complexo e não algorítmico”, no qual o aluno tem que determinar o seu próprio caminho 
através do problema, requerem que o aluno analise a tarefa e faça restrições à mesma; a 
execute com êxito envolvendo-se na exploração e utilização de vários conceitos 
matemáticos, relações e processos. 
Com a resolução da tarefa 2, Maria e Tomás, exploraram, algébrica e graficamente, 
combinações lineares de equações, criadas por eles. Essa exploração permitiu aos alunos 
estabelecer conexões entre as várias representações (gráficas e algébricas) e as múltiplas 
perspetivas dos casos de sistemas possíveis (determinados e indeterminados) e 
impossíveis. Maria e Tomás não mostraram quaisquer hesitações, utilizando diversas 
estratégias: construção correta de retas (estritamente paralelas, coincidentes e 
concorrentes); interseções de retas; manipulação algébrica das equações e conexões com 
relações lineares e noção de declive.  
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No geral, na resolução desta tarefa, os alunos mostraram capacidade de interpretar e 
analisar informação representada de várias formas, autoconfiança nos seus conhecimentos 
e capacidades matemáticas e muita autonomia.  
Através das respostas apresentadas, foi possível identificar alguns indícios de 
criatividade ao apresentarem: fluência, quando encontraram mais do que uma solução para 
a questão; flexibilidade, ao pensarem de diferentes modos e utilizarem abordagens 
diferentes; originalidade, por apresentarem respostas únicas dentro do grupo–turma e 
elaboração revelada pela capacidade de descrever, acrescentando uma variedade de 
detalhes a uma descoberta já produzida. Desta forma, pode-se afirmar que, tal como Jeffrey 
& Craft (2004)  referem, o ensino para a criatividade pode surgir espontaneamente a partir 
de situações de ensino que não foram especificamente destinadas a esse fim.  
Graças às pesquisas efetuadas e sucessivas tentativas, após a implementação 
didática, o desempenho da Maria e do Tomás ganhou novos contornos. Verificou-se uma 
clara evolução ao nível da apresentação gráfica dos sketches produzidos, utilizando as 
várias opções da barra de ferramentas.  
Ainda na implementação didática, outra das conclusões verificadas prendeu-se com 
a representação gráfica de sistemas utilizando papel e lápis. Apesar da representação 
gráfica ter sido realizada previamente, usando o GeoGebra, a Maria e o Tomás não 
revelaram dificuldades em realizar essa representação usando papel e lápis, contrariamente 
a alguns grupos. O desempenho revelado pela maioria dos grupos, em relação à 
interpretação, representação e resolução gráfica dos sistemas de equações foi também 
bastante positivo. De um modo geral, interpretaram e representaram graficamente os 
sistemas de equações; exploraram graficamente combinações lineares de equações e 
chegaram às conclusões pretendidas. As dificuldades reveladas por alguns grupos 
prenderam-se com a capacidade de transmitir as ideias com clareza, oralmente e por 
escrito, assim como na utilização da linguagem matemática para expressar ideias 
matemáticas com precisão. Outra das dificuldades reveladas, por uma minoria, prendeu-se 
com a representação gráfica de sistemas de equações utilizando papel e lápis. Se por um 
lado a utilização do GeoGebra possibilitou o acesso a modelos visuais e permitiu executar 
procedimentos rotineiros de forma rápida e precisa, deixando mais tempo para o 
desenvolvimento de conceitos, por outro conduziu a um menor desempenho na 
representação gráfica dos sistemas de equações usando papel e lápis, por parte de alguns 
alunos.  
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Fazendo um balanço do trabalho desenvolvido em relação à “interpretação, 
representação e resolução gráfica dos sistemas de equações”, pode concluir-se que a 
aprendizagem dos alunos, auxiliada pelo feedback da tecnologia, proporcionou uma 
evolução nas capacidades de interpretar, representar e resolver graficamente sistemas de 
duas equações do 1º grau. A análise mostrou que os alunos usaram o GeoGebra não só 
como uma ferramenta para dar sentido às tarefas matemáticas desenvolvidas, mas também 
para explorar vários aspetos das tarefas, abordando-as de forma adequada. Mostrou, ainda, 
que as tarefas utilizando o GeoGebra eram suficientemente simples para que todos os 
alunos as realizassem, suficientemente ricas para que todos os alunos se envolvessem, e se 
sentissem estimulados a pensar e raciocinar. Ofereceram, ainda, oportunidades de 
aprendizagem que não estão disponíveis no mundo do papel e lápis, nomeadamente ao 
permitirem criar gráficos dinâmicos com simples alterações dos parâmetros, ilustrando o 
facto de os alunos saberem distinguir variável de parâmetro, permitindo-lhes testar 
conjeturas mais facilmente. 
Deste modo, julga-se que os professores deverão usar a tecnologia para melhorar as 
oportunidades de aprendizagem dos seus alunos, através da seleção ou da criação de tarefas 
matemáticas que tirem proveito do que a tecnologia permite fazer de forma correta e 
eficiente. Como referem Zamir & Leikin (2011), os professores devem ser originais 
criando tarefas matemáticas, para além das existentes nos manuais escolares, a fim de 
estimular o raciocínio matemático dos alunos e tornar as aulas agradáveis e interessantes 
permitindo, deste modo, que a tecnologia influencie “o modo como a matemática é 
ensinada e aprendida” (NCTM, 2007, p.28). 
 
5.1.2. Interpretação, representação e resolução algébrica de 
Sistemas de Equações  
Na realização da parte teórica do pré-teste, os desempenhos de Maria e Tomás 
foram bastante distintos.  Enquanto que a Maria mobilizou os seus próprios recursos para 
interpretar e resolver problemas usando corretos procedimentos algébricos, o Tomás 
respondeu corretamente apenas a duas questões apresentando, no entanto, muitas 
dificuldades em comunicar o modo como chegou aos resultados. Nas questões relacionadas 
com a resolução de sistemas referiu “verifico que não tenho capacidades para responder 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
152 
ainda a esta pergunta”. Após a vivência do subtópico didático, o seu desempenho ganhou 
novos contornos. 
Na implementação didática, o par resolveu equações do 1.º grau com duas 
incógnitas, em ordem a uma delas, sem qualquer dificuldade, contrariamente aos restantes 
grupos da turma. Foi visível, nas resoluções apresentadas, que a Maria e o Tomás 
distinguiam, claramente, solução de uma equação do 1.º grau com uma incógnita de 
solução de uma equação do 1.º grau com duas incógnitas.  
Por forma a que não surjam dúvidas sobre quando e como aplicar o que 
aprenderam, sendo de extrema importância que os alunos não memorizem factos ou 
procedimentos sem os compreenderem, a análise mostrou que a Maria e o Tomás 
conseguiram realizar a manipulação algébrica utilizando o método de substituição, sem 
mecanizarem os procedimentos. Nos exemplos apresentados pela Maria e pelo Tomás, foi 
possível verificar que os alunos seguiram as sugestões da tarefa e conseguiram realizar 
autonomamente as manipulações simbólicas necessárias para a resolução correta do 
sistema até alcançarem a solução. Este facto vem reforçar a ideia de que a aprendizagem 
efetuada de forma autónoma e com compreensão torna mais fácil a aprendizagem 
subsequente, indo ao encontro de um dos principais objetivos dos programas de 
matemática escolares referido pela NCTM (2007) “um dos principais objetivos dos 
programas de matemática escolar consiste em fomentar a autonomia dos alunos, e a 
aprendizagem com compreensão suporta este objetivo”(p.22). 
As dificuldades iniciais na apresentação da resolução, usando o método de 
substituição, foram sendo ultrapassadas ao longo do estudo, tendo para isso contribuído as 
propostas de resolução detalhadas das tarefas, distribuídas no final da apresentação e 
discussão dos resultados. 
A análise mostrou, ainda, que tarefas que envolvem manipulação algébrica, efetiva, 
por parte dos alunos, excedem, em termos de tempo, as previsões propostas na 
planificação. No entanto, na opinião dos alunos “ Com esta aula e com esta tarefa, percebi 
que, no geral, se a professora ensinar o básico da matéria, nós chegamos lá sozinhos (…) 
eu acho mais divertido e tiramos as nossas conclusões”. O que vem ao encontro do que 
Ponte (2005) refere “É muitas vezes mais eficaz, em termos de aprendizagem, que eles 
descubram um método próprio para resolver uma questão do que esperar que eles 
aprendam o método do professor e sejam capazes de reconhecer, perante uma dada 
situação, como o aplicar” (p.9). 
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Esta investigação reforçou a convicção de que, quando os alunos são desafiados 
com uma abordagem criativa, através da seleção correta de tarefas, esta desperta a 
curiosidade dos alunos envolvendo-os na aprendizagem da matemática com compreensão e 
na capacidade de aplicar procedimentos, conceitos e processos, mais facilmente, em novas 
situações. Ao relacionarem o conhecimento novo com o conhecimento prévio de forma 
significativa, tornam-se mais confiantes na sua capacidade de lidar com as questões 
colocadas; revelam algum gosto por chegar à resposta correta por eles mesmos, e mostram-
se flexíveis na exploração de ideias matemáticas e na experimentação de caminhos 
alternativos.  
O desempenho revelado pela maioria dos grupos em relação à representação, 
interpretação e resolução algébrica dos sistemas de equações foi, também, bastante 
positivo. Nas tarefas iniciais, verificou-se que alguns grupos tentaram avançar para a 
resolução das questões sem lerem o enunciado, mostraram pouca autonomia solicitando, 
com frequência, o auxílio da professora. De salientar que as atitudes dos alunos da turma, 
no geral, foi muito mais positiva na realização das tarefas com recurso ao GeoGebra. Esta 
situação foi-se alterando com o decorrer da implementação didática. Foi possível observar 
que os alunos foram manipulando, ao seu ritmo, as equações do sistema, revelando uma 
efetiva compreensão dos procedimentos algébricos necessários à resolução dos sistemas 
pelo método de substituição, até obter a solução. Começaram por resolver, separadamente, 
ambas as equações do sistema e progressivamente apresentaram uma resolução mais 
organizada. Esta evolução pode ter sido beneficiada pela análise das propostas detalhadas 
de resolução de todas as tarefas que foram entregues e analisadas pelos alunos.  
Na resolução de problemas, apesar das dificuldades inerente à passagem de 
enunciados verbais para linguagem matemática, os alunos sentiram a utilidade da 
matemática, nomeadamente dos sistemas de equações. Os problemas selecionados 
revelaram-se importantes no desenvolvimento e aprofundamento dos conhecimentos 
matemáticos adquiridos com as tarefas anteriores. Apesar de terem compreendido os 
processos de resolução de um sistema de equações, pelo método de substituição, alguns 
alunos ainda revelaram pouca destreza na manipulação necessária para a sua resolução. 
Deste modo, fazendo um balanço do trabalho desenvolvido em relação à 
interpretação, representação e resolução algébrica de sistemas de equações, pode concluir-
se que os alunos evoluíram nas capacidades de interpretar, representar e resolver 
algebricamente sistemas de duas equações do 1º grau, a partir do trabalho gráfico 
desenvolvido previamente por recurso ao GeoGebra.  
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
154 
5.2. Limitações do estudo  
 Refletindo sobre as conclusões do estudo, considera-se que o balanço é bastante 
positivo, no entanto, existiram alguns fatores limitadores.  
Um dos fatores limitadores relaciona-se com a linguagem de programação inerente 
à parametrização do teste, das tarefas e das suas propostas detalhadas de resolução. O 
MegUA permite uma rápida elaboração de material didático para apoio às aulas e à 
avaliação, no entanto, para que este seja exequível, é fundamental que o docente domine 
esse software. Ainda neste contexto, o tipo de letra e o grafismo utilizado não são os mais 
apelativos para alunos desta faixa etária.  
O reduzido número de aulas previstas, planificadas no início do ano letivo para a 
implementação do subtópico “Sistemas de Equações”, revelou-se um fator limitativo, uma 
vez que a abordagem didática previa a resolução de tarefas, de forma autónoma, para que 
os alunos descobrissem um método próprio para resolver as questões propostas e nem 
sempre isso aconteceu.  
Outro aspeto a realçar prende-se com questões de logística relacionadas com a 
disponibilidade das salas de informática. Estas estavam sujeitas a marcação prévia, e nem 
sempre estavam disponíveis no momento da aplicação de uma dada tarefa utilizando o 
GeoGebra, sendo, por isso, necessário proceder a pequenos ajustes da planificação em 
termos cronológicos. 
 
 
5.3. Sugestões para investigações futuras 
 O estudo realizado deixa em aberto algumas questões a serem esclarecidas em 
investigações futuras. Assim, seria pertinente realizar um modelo idêntico numa outra 
realidade escolar, com outro tipo de alunos, para verificar se os resultados apontavam para 
as mesmas conclusões. 
Também era interessante verificar em que medida uma abordagem centrada no uso 
prévio do GeoGebra, para a representação gráfica de equações do 2.º grau potencia uma 
mais sólida compreensão da resolução dessas equações. Uma vez que a resolução algébrica 
de uma equação do segundo grau se pode realizar por vários processos, e os alunos sentem 
imensas dificuldades em saber como iniciar essa resolução, seria interessante implementar 
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uma abordagem gráfica, usando o GeoGebra, prévia a uma abordagem algébrica nas 
equações do 2.º grau.  
Tendo em conta que “os nossos alunos merecem e necessitam da melhor educação 
matemática possível, que lhes permita a realização das suas ambições pessoais e objetivos 
profissionais neste mundo de constante modificação”(NCTM, p.4) esperamos que este 
projeto tenha contribuído para promover um ensino de matemática de qualidade, 
estimulante e criativo. 
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Anexo 1: Teste (parte prática – versão 6) 
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Proposta de resolução teste (parte prática – versão 6) 
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Anexo 2: Teste  (parte teórica – versão 1) 
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Proposta de resolução do teste (parte teórica – versão 1) 
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3. Por exemplo, o preço de 2 l de sumo mais o preço de 
 
 
 litro de leite é igual a 4 euros. 
O preço de 
 
 
 l de leite mais o preço de um litro de suma é 3 euros. Qual é o preço do 
litro de sumo e do litro de leite? 
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Anexo 3: Tarefa 0 (versão 5) 
1. 
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Proposta de resolução da Tarefa 0 (versão 5) 
1. 
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Anexo 4: Tarefa 1 (versão 6) 
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Proposta de resolução da tarefa 1 (versão 6) 
1. 
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2. 
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Anexo 5: Tarefa 2  
Investiga utilizando o GeoGebra 
 
1. No GeoGebra, exibe o quadriculado e traça uma reta qualquer. 
 
2. Com a “zona algébrica” ativada, procura a equação da reta que traçaste. 
 
3. Traça outra reta de modo que o sistema constituído pelas equações dessas retas seja um 
sistema impossível.  
3.1. Explica como desenhaste a segunda reta para que o sistema fosse impossível? 
 
 
 
 
3.2. Escreve o sistema obtido com as equações que correspondem às duas retas. 
 
 
 
3.3. Que alterações deverás fazer à segunda reta traçada para encontrar um novo 
sistema mas agora possível e indeterminado? 
 
 
 
 
4. Procede de modo análogo de forma a obteres um sistema possível e determinado e 
explica como pensaste/procedeste. 
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Anexo 6: Tarefa 3 (versão 5) 
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Proposta de resolução da tarefa 3 (versão 5) 
1. 
2.  
 
 
Anexos 
201 
 
3.  
 
 
4.  
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5.  
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Anexo 7: Tarefa 4  
Resolução de Problemas  
 Equaciona e resolve, utilizando o método de substituição e o método gráfico, os 
problemas que se seguem. Conclui qual dos métodos melhor se adapta ao 
problema em causa. 
 
Problema 1: Em duas lojas, foram colocados, na montra, os mesmos artigos mas 
em quantidades e disposições diferentes. Os da montra A têm um valor total de 
37,35 euros e os da montra B têm um valor total de 58,95 euros.  
Descobre o preço de cada um dos artigos. 
 
 
Problema 2:  
O cavalo e o burro seguiam juntos para a cidade, carregados com sacos de trigo. 
O cavalo, contente da vida, ia folgado, pois levava uma carga bem mais leve do 
que a do burro. E o burro, coitado, gemia com o peso de tanto saco. A certa 
altura, o burro parou e disse: 
- Não posso mais! Esta carga excede as minhas forças e a solução é repartimos 
os sacos pelos dois. O cavalo deu um pinote e relinchou uma gargalhada. 
- Ingénuo! Tenho focinho de tolo? 
O burro gemeu: 
- Egoísta! Lembra-te que se eu levasse um dos teus 
sacos, a minha carga era o dobro da tua, mas se, 
pelo contrário, levares um dos meus sacos, 
caminhamos com igual número de sacos. 
Quantos sacos leva cada um dos animais? 
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O problema seguinte foi inventado na India por Mahavira, há mais de mil anos. 
 
Problema 3:  
“ O preço de 9 limões e 7 maças é 107. O preço de 7 limões e 
9 maças é 101. Diz-me rapidamente qual o 
preço de um limão e uma maçã”. E quanto 
custa uma maçã? 
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Proposta de resolução da tarefa 4  
Resolução de Problemas 
Problema 1: Em duas lojas, foram colocados, na montra, os mesmos artigos mas em 
quantidades e disposições diferentes. Os da montra A têm um valor total de 37,35 euros e 
os da montra B têm um valor total de 58,95 euros.  
Descobre o preço de cada um dos artigos. 
 
Resolução: 
1.º Processo 
Podemos começar por considerar o par de ténis e o relógio como um todo. Da primeira 
montra concluímos que o par de ténis e o relógio custam 37,35 euros. Como os produtos 
são iguais em ambas as montras, também na montra B o par de ténis e o relógio custam 
37,35 euros. A montra B tem mais um par de ténis do que a montra A e o seu valor acresce 
21,60 euros. Ficamos assim a saber que o par de ténis tem um preço de 21,60 euros. 
Usando, por exemplo, a informação da montra A fazemos  
37,35 – 21,60 = 15,75 
e obtemos o preço do relógio. 
2.º Processo 
Outra forma de resolver o problema é utilizar um sistema de duas equações. 
O primeiro passo é identificar as variáveis: 
x : preço das sapatilhas 
y : preço dos relógios 
O segundo passo é escrever o sistema que traduz o problema: 





95,582
35,37
yx
yx  
Resolve-se agora o sistema pelo método de substituição: 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
208 





































6,21
6,2135,37
6,21
35,37
35,3795,582
35,37
95,5835,372
35,37
95,582
35,37
95,582
35,37
x
y
x
xy
xx
xy
xx
xy
yx
xy
yx
yx
 






6,21
75,15
x
y
 
 
A solução do sistema é o par ordenado (21,6 ; 15,75) 
Resposta ao problema:  
As sapatilhas têm um preço de 21,60 € e o relógio 15,75 €. 
 
3.º Processo 
Graficamente, traçamos as duas retas que representam as duas equações do sistema e 
achando o seu ponto de interseção. 
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Problema 2:  
O cavalo e o burro seguiam juntos para a cidade, 
carregados com sacos de trigo. O cavalo, contente da vida, 
ia folgado, pois levava uma carga bem mais leve do que a 
do burro. E o burro, coitado, gemia com o peso da tanto 
saco. A certa altura, o burro parou e disse: 
- Não posso mais! Esta carga excede as minhas forças e a solução é repartimos os sacos 
pelos dois. O cavalo deu um pinote e relinchou uma gargalhada. 
- Ingénuo! Tenho focinho de tolo? 
O burro gemeu: 
- Egoísta! Lembra-te que se eu levasse um dos teus sacos, a minha carga era o dobro da 
tua, mas se, pelo contrário, levares um dos meus sacos, caminhamos com igual número de 
sacos. 
Quantos sacos leva cada um dos animais? 
 
Resolução: 
1.º Processo (substituição) 
O primeiro passo é identificar as variáveis: 
x : número de sacos que leva o burro 
y : número de sacos que leva o cavalo 
O segundo passo é escrever o sistema que traduz o problema: 
 





11
121
yx
yx
 
Resolve-se agora o sistema pelo método de substituição: 
 
 
























2
32
2
122
11
221
11
121
yx
yx
yx
yx
yx
yx
yx
yx
 
 






























5
7
5
352
5
32
322
32
232
32
y
x
y
x
y
yx
yy
yx
yy
yx
 
 
A solução do sistema é o par ordenado (7 , 5). 
Resposta ao problema:  
O burro leva 7 sacos e o cavalo 5. 
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2.º Processo (graficamente) 
Graficamente podemos determinar a solução traçando as duas retas que representam as 
duas equações do sistema e achando o seu ponto de interseção. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Problema 3:  
O preço de 9 limões e 7 maças é 107. O preço de 7 limões e 9 maças é 101. 
Diz-me rapidamente qual o preço de um limão e uma maçã.  
E quanto custa uma maçã? 
 
Resolução: 
1.º Processo  
O primeiro passo é identificar as variáveis: 
    x : preço de um limão 
    y : preço de uma maça 
O segundo passo é escrever o sistema que traduz o problema: 





10197
10779
yx
yx
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A sua resolução, pelo método de substituição, permite determinar os preços de um limão e 
de uma maçã. Contudo, este processo é um pouco demorado. O enunciado sugere que se 
determine rapidamente o preço de um limão e uma maçã, pelo que se pode procurar outra 
estratégia. Observando o sistema podemos seguir outros métodos, que não o método da 
substituição, como se mostra de seguida: 
     
10197
10779


yx
yx
 
         132081616  yxyx  
Onde se conclui que o preço de um limão mais o preço de uma maçã é 13. 
Para determinar o preço da maçã podem seguir-se diferentes estratégias, usando as diversas 
relações que se podem estabelecer. Por exemplo, pode usar-se a informação da segunda 
equação, 13 yx , de que o preço de 7 limões e 7 maçãs é 91 para obter a equação 
  5102101979110197  yyyyyx  
Assim, verifica-se que o preço de uma maçã é 5. 
 
2.º Processo (substituição) 
Resolvendo o sistema pelo método de substituição: 































101
7
9107
97
7
9107
10197
7
9107
10197
91077
10197
10779
x
x
x
y
yx
x
y
yx
xy
yx
yx



























25632
7
9107
7078196349
7
9107
101
7
81963
7
7
9107
x
x
y
xx
x
y
x
x
x
y
 






















8
5
8
7
89107
8
7
9107
x
y
x
y
x
x
y
 
A solução do sistema é o par ordenado (8 , 5). 
Resposta ao problema:  
O preço de um limão é 8 e o preço de uma maça 5. 
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3.º Processo (graficamente) 
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Anexo 8: Pedido de Autorização à Direção da Escola  
Exmo(a). Sr(a). 
Diretora da Escola  
 
Eu, Cristina Maria Arcanjo Coelho Martins, professora do grupo 500, venho 
solicitar autorização para concretizar, nesta escola, o projeto de investigação intitulado 
“Sistemas de Equações ~ uma abordagem criativa ~”. Este projeto tem como primordial 
objetivo avaliar o impacto de uma abordagem centrada no uso do GeoGebra e no software 
Sage Mathematics, subjacente ao projeto MegUA, numa mais sólida compreensão dos 
“Sistemas de Equações”, por alunos do 8.º ano de escolaridade, e integra-se no âmbito do 
curso de Mestrado em Didática, na área de especialização em Matemática para Professores 
do 3.º CEB/Secundário, da Universidade de Aveiro. 
Serão objeto de análise, nesta investigação, desenvolvida ao longo do 2.º Período, 
principalmente: i) produções dos alunos relativas a tarefas propostas e realizadas dentro 
e/ou fora da sala de aula; ii) transcrições de algumas das interações geradas entre eles e iii) 
transcrições de questionários e/ou entrevistas que lhes sejam aplicados. A recolha de dados 
poderá ainda envolver a gravação em áudio de alguns destes momentos. Em todo o 
processo serão salvaguardados os direitos de privacidade e anonimato que assistem aos 
participantes e à própria escola, enquanto instituição. Os Encarregados de Educação serão 
informados sobre este estudo, sendo essencial o seu consentimento, para possibilitar a 
participação dos alunos que nele pretendam vir a colaborar. 
 
                          3 de janeiro de 2012 
                               Pede deferimento, 
                                                                                _________________________________ 
(Cristina Maria Arcanjo Coelho Martins) 
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Anexo 9:  Pedido de Autorização aos Encarregados de Educação 
 
Aveiro, 4 de janeiro de 2012 
Exmo. Encarregado de Educação 
 
No âmbito do Mestrado em Didática, na área de especialização em Matemática para 
Professores do 3.º CEB/Secundário, da Universidade de Aveiro, venho, por este meio, 
pedir a sua autorização para que o seu educando participe numa investigação a realizar na 
Escola Secundária. 
O projeto de investigação intitulado “Sistemas de Equações ~uma abordagem 
criativa~”, tem como primordial objetivo avaliar o impacto de uma abordagem centrada no 
uso do GeoGebra e no software Sage Mathematics, subjacente ao projeto MegUA, numa 
mais sólida compreensão dos “Sistemas de Equações”. 
  Serão objeto de análise, nesta investigação, desenvolvida ao longo do 2.º Período, 
principalmente: i) produções dos alunos relativas a tarefas propostas e realizadas dentro 
e/ou fora da sala de aula; ii) transcrições de algumas das interações geradas entre eles e iii) 
transcrições de questionários e/ou entrevistas que lhes sejam aplicados. A recolha de dados 
poderá ainda envolver a gravação em áudio de alguns destes momentos. Em todo o 
processo serão salvaguardados os direitos de privacidade e anonimato que assistem aos 
participantes e à própria escola, enquanto instituição.  
                Com os melhores cumprimentos, 
                                    A docente/Investigadora: Cristina Maria Arcanjo Coelho Martins 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Eu, _____________________________________________, Encarregado de Educação do 
aluno ____________________________________, nº ____, da turma 8º C, autorizo a 
participação do meu educando nas atividades do projeto de dissertação “Sistemas de 
Equações ~uma abordagem criativa~”, no âmbito do Mestrado em Didática, da 
Universidade de Aveiro. 
Aveiro, ___ de janeiro de 2012 
___________________________________ 
                                                 (assinatura do Encarregado de Educação) 
Sistemas de Equações - uma abordagem criativa 
216 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Anexos 
217 
Anexo 10: Exemplo de uma questão parametrizada 
No Sagemath segue a programação de um exercício. 
Numa célula do Sagemath inicia-se o exercício: 
from megua.all import * 
meg = MegBook('/home/nbuser/paula.sqlite') 
Os exercícios são guardados numa base de dados 
Numa outra célula segue-se o exercício, em LaTeX e a sua programação em python. 
Cada exercício começa com uma descrição sumária. O comando txt=r’’’ indica o 
início da célula que contém o exercício e que termina com ''' meg.save(txt) 
txt=r''' 
Descrição sumária do exercício e sua classificação (E97H30) de acordo com a classificação 
MCS2010 
%SUMMARY Equações e inequações; Sistemas de equações 
Classificação de sistemas. Análise gráfica 
E97H30 Equations and inequalities: Sistemas de duas equações lineares a duas incógnitas 
Palavras chave: Sistemas de equações lineares; Classificação de sistemas; Sistemas de duas 
equações a duas incógnitas; sistema impossível; sistema possível e determinado; sistema possível 
e indeterminado   
O enunciado: 
%PROBLEM Resolução de um sistema - 2 
Considera o seguinte sistema: 
$$\left\{\begin{array}{l} 
\displaystyle f1=c1 \\ 
\\ 
\displaystyle f2=e1 
\end{array} \right.$$ 
     \begin{enumerate} 
     \item Verifica se o ponto $(1,n1)$ é solução do sistema. 
     \item Determina algebricamente, se existir, a solução do sistema e classifica-o. 
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     \item Se $x$ for o preço, em euros, de um litro de sumo e $y$ for o preço, em euros, de um 
litro de leite, então formula um problema que se possa traduzir por aquele sistema. 
     \end{enumerate} 
 A resolução detalhada 
%ANSWER 
\begin{enumerate} 
     \item Para verificar se o ponto $(1, n1)$ é, ou não, solução do sistema, tens de substituir $x$ 
por $1$ e $y$ por $n1$ em ambas as equações do sistema. 
      Se obtiveres duas igualdades, então o ponto $(1, n1)$ é solução do sistema, caso contrário, 
basta uma das equações não seja uma igualdade para afirmar que $(1,n1)$ não é solução do 
sistema. 
Substituindo na primeira equação, $\displaystyle  f2=e1$, obtemos 
     $$a1 \times 1 sgn1 b12 \times n1=c1 \Leftrightarrow aux1=c1$$ 
     Portanto,$(1, n1)$ não é solução da equação $\displaystyle  f2=e1$, logo não é solução do 
sistema. 
     \item Resolvendo o sistema pelo método de substituição é possível, caso exista, encontrar a 
sua solução. 
$$\left\{\begin{array}{l} 
 \displaystyle f1=c1 \\ 
\\ 
 \displaystyle f2=e1 
\end{array} \right. \Leftrightarrow 
\left\{\begin{array}{l} 
 \displaystyle f1=c1 \\ 
\\ 
 \displaystyle y=f3 
\end{array} \right. \Leftrightarrow 
\left\{\begin{array}{l} 
 \displaystyle f40 (f3)=c1 \\ 
\\ 
 \displaystyle y=f3 
\end{array} \right. \Leftrightarrow 
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\left\{\begin{array}{l} 
 \displaystyle f41=c1 \\ 
\\ 
 \displaystyle y=f3 
\end{array} \right.$$ 
$$ \Leftrightarrow \left\{\begin{array}{l} 
 \displaystyle f411=mem2 \\ 
\\ 
 \displaystyle y=f3 
\end{array} \right. \Leftrightarrow 
\left\{\begin{array}{l} 
 \displaystyle x=sol1 \\ 
\\ 
 \displaystyle y=f3 
\end{array} \right. \Leftrightarrow  
\left\{\begin{array}{l} 
\displaystyle x=sol1 \\ 
\\ 
 \displaystyle y=d111 \times sol1@()+e1 \\ \end{array} \right. 
 \Leftrightarrow \left\{\begin{array}{l} \displaystyle x=sol1 \\ 
 \\ 
 \displaystyle y=f31 
\end{array} \right.  
$$ O sistema é possível e determinado e a sua solução é o par ordenado $\displaystyle \left( 
sol1,f31 \right)$. 
     \item Por exemplo, o preço de $a1$ l de sumo é igual a $c1$ euros mais o preço de $b1$ l de 
leite. 
O preço de $d1$ l de leite mais o preço de um litro de sumo é $e1$ euros.  
Qual é o preço do litro de sumo e do litro de leite? 
\end{enumerate} 
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A programação em Python: 
class E97H30_Exercicio6Cristina_020(Exercise): 
    def make_random(s): 
        x=var('x') 
        y=var('y') 
        #defining the parameters of the equation 
        s.a1=ur.iunif(2,4) 
        s.b10=ur.iunif_nonset(-4,4,[0,1,-1]) 
        s.b1=1/s.b10 
        s.e1=ur.iunif(2,4) 
        s.c1=ur.iunif(1,4) 
        s.d10=ur.iunif(2,4) 
        s.d1=1/s.d10 
        s.n1=ur.iunif(5,9) 
        s.bd1=s.b1*s.d1 
        if s.a1==s.bd1: 
            s.a1=2*s.a1 
        s.f1=s.a1*x+s.b1*y 
        s.f2=y+s.d1*x 
    def solve(s): 
        #auxiliary functions 
        if s.b1<0: 
            s.sgn1='-' 
        else: 
            s.sgn1='+'   
        s.b12=abs(s.b1)       
        s.f3=s.e1-s.d1*x 
        s.f40=s.a1*x+s.b1 
        s.f4=s.a1*x+s.b1*(s.e1-s.d1*x) 
        s.f41=s.a1*x+s.b1*s.f3 
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        s.f411=s.f41-s.b1*s.e1 
        s.mem2=s.c1-s.b1*s.e1 
        s.f5=s.a1*x+s.b1*s.d1-s.b1*s.d1*x 
        s.sol10=solve(s.f411-s.mem2,x) 
        s.sol1=x.subs(s.sol10[0]) 
        #s.sol1=(s.c1*s.b1*s.e1)/(s.a1-s.b1*s.d1) 
        s.f31=s.f3(x=s.sol1) 
        s.aux1=s.a1+s.b1*s.n1 
        s.d111=-s.d1 
''' 
meg.save(txt) 
Tudo isto fica guardado na base de dados.  
Quando se compila o exercício os parâmetros, como por exemplo, a1, f3, … são 
concretizados. 
A descrição sumária, que pode ser ou não incluída no ficheiro final 
 
O enunciado 
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A resolução 
 
A título de exemplo, o sistema em LaTeX 
Considera o seguinte sistema: 
$$\left\{\begin{array}{l} 
\displaystyle f1=c1 \\ 
\\ 
\displaystyle f2=e1 
\end{array} \right.$$ 
Cujo aspeto é 
 
 Resultou em  
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Uma outra caraterização seria 
 
O ficheiro E97H30_Exercicio6Cristina_020.pdf, referido anteriormente, contém o 
exercício completo. 
 
